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3.2

3.3

3.4

3.5

tern, unterscheiden und zuordnen

Prufmittel und Prifverfahren beschreiben und
den zweckméaRBigen Einsatz bestimmen

Prufmitteliberwachung nach Prifanweisung
durchfihren

Prufplan erstellen. Qualitatsmerkmale priifen
und Prifergebnisse bewerten

Informationsquellen zur Feststellung der Ist-
Qualitat nutzen

1 Einfihrung in die Qualitatslehre 15 Stunden
1.1 Bedeutung der Qualitat erkennen Wettbewerbsfaktoren Exemplarische Bearbeitung der Inhalte
) MafRnahmen zur Erhaltung der Wettbewerbsféahigkeit
1 2 Grundbegriffe zum Wettbewerbsfaktor Qualitat  Qualitatsbegriff
) kennen und anwenden Zuverlassigkeit, Verfugbarkeit
Merkmalsarten, Merkmalsauspragungen
Sollwert, Grenzwert, Toleranz, Abweichung, Fehler, Fehlerklassen
1 3 Bewusstsein fir die Qualitatsverantwortung ent- Qualitatskreis Vgl. Lehrplan Wirtschaft und Recht
. wickeln Produkthaftung, Deliktshaftung, Vertragshaftung
Sicherung der Arbeitsplatze
Verantwortung des Managements und des Mitarbeiters
Geschichtliche Entwicklung der Qualitatssicherung
1 4 Ziel der Qualitatsmanagements erlautern Unternehmenspolitik
. Verringerung des Fehlleistungsaufwandes
Verbesserung des Images
Verhitung von Produkthaftungsfallen
Gewinn von Marktanteilen
1 5 Aufbau und Elemente eines Qualitdtsmanage-  Aufbau- und Ablauforganisation fiir ein mittleres Unternehmen Qualitatsmanagementhandbuch
) mentsystems unterscheiden DIN 55350, DIN ISO 9000 bis 9004
Aufbau nach DGQ-Schrift Nr. 12-61
Vgl. Produktorganisation, LPE 1.1 und 1.2
1 6 Informationsquellen zur Feststellung der Ist- Wareneingangsprifung Prifungsarten nach DIN 55350 Teil 1
. Qualitat nutzen Fertigungsprifung Musterpriifung, Kundendienstberichte, Kundenbeanstan-
Endprifung, dungen
1 7 Prifdaten darstellen, auswerten und deuten Haufigkeitsverteilung nach quantitativen Merkmalen Kreuzliste, Strichliste, Stabdiagramm, Histogramm
. Paretoanalyse (= ABC-Analyse)
<GU>
Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik 20 Stunden
2 1 Mess- bzw. Z&hlergebnisse darstellen und aus-  Urliste Héaufigkeitsverteilungen von quantitativen und qualitativen
. werten Strichliste, Histogramm Merkmalen
Ursache-Wirkungs-Diagramm
Pareto-Analyse
2.2 Wahrscheinlichkeitsrechnung und Verteilungs-  Normalverteilung Haufigkeitsbereiche
. modelle anwenden Einzel- und Summenwahrscheinlichkeiten Am Beispiel der Stichprobenpriifung unter Verwendung
von Nomogrammen und Tabellen
2 3 Stichproben im Wahrscheinlichkeitsnetz aus- Wahrscheinlichkeitsnetz der Normalverteilung Uberschreitungsanteile Vertrauensbereiche
. werten und damit die Grundgesamtheit beurtei- Prozessanalyse Maschinen- und Prozessfahigkeitsuntersuchung
len
2 4 Qualitatsregelkarten fur normalverteilte Merk- x-Karte Zweispurige Darstellung
. malswerte unterscheiden und Eingriffsgrenzen  R-Karte
bestimmen s-Karte
2 5 Grundlagen der Einfachstichprobenpriifung an-  Stichprobenanweisung Grafischen Ablaufplan erganzen
: wenden Annahmewahrscheinlichkeit
Lieferanten- und Abnehmerrisiko
Fertigungspruftechnik 25 Stunden
3 1 Langenpruftechnik abgrenzen, Begriffe erlau- Prifmittel Nur Uberblick

Messunsicherheit
Priftechnische Grundsatze

MaRverkorperungen; Lehren
Langenmessgerate
Computereinsatz in der Langenpriftechnik

MaRverkdrperungen
Lehren
Léangenmessgerate

Prufplanaufbau
Prufmittelauswahl
Prifberichte

Eingangspriifung
Fertigungsprifung
Endprifung

Basiseinheiten, Kalibrierung Justierung, Eichung
Abbesches Prinzip; Taylor Grundsatz

Erweiterung Prufmittelverwaltung

Z.B. einfache prismatische Teile oder Rotationsteile

Z.B. Musterprifung, Kundenbeanstandungen
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Sachlogische Analyse ca. 1998

Einzel-
Wahrscheinlichkei

Umkehrfunktion . .
D SR E L LR EEC LR ECEEREEEEORE, Kombinatorik
L Getrankeabfiillanlage
Schleifen v
Rechenregeln Ziegen o}
W-Baum o
. Sic
.....Smarties____ 2i
- in Tuten 2
Ti5
| T
Stichproben als Ultg zu '
attrib. Merkmale Verteilungsfkt.
im W-Baum
Vergleich S Galtons
' Nagelbrett
Y Y
Hypergeom. | Hypergeom. Normal- 2
Verteilung Verteilung Verteilung
Diskrete Merkmale
| | Y Y
. . Verteilungsfunktion
Verteilungsfunktion Verti:gjrr;g?ns;ligrtmn Parameter
Parameter Ermittiung Casio - = ZSB x, Casio,
Ermittlung Casio Larson-Nomogr. DGQ, W-Netz
N, d, n, X p. N, X
P? X Ausschuss-
teile zu finden
Umkehrung n-c-Anweisung
AQL
Casio Einfach-Stich- 1 P
Labe"e proben-Plane
omogramm
Histogramm
| ZSB
X, S
Erwartungswert ?
Y
X, s-Stich-
: . __| probenpléane . | Regel-
Vergleich ‘ | Willrich- | karten
Nomogramm




Statistik — Wahrscheinlichkeitsrechnung

‘/ Gewerbeschule Lorrach

Wahrscheinlichkeitsrechnung

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 4 / 26

W. heift das Gebiet der Mathematik, in dem rechnerische Methoden zur Beschreibung zufalli-
ger Ereignisse entwickelt werden. Ein Ereignis ist zuféllig, wenn es bei einem Versuch auftre-
ten kann, ohne dass man vorhersagen koénnte, ob es eintritt oder nicht

Einfachstichproben- oder n-c-
Anweisung

Pruflos
N Teile

Stichprobe
n Teile

Annahme Riickweisung

Wabhrscheinlichkeit eines einzelnen Ereignisses

: die Wahrscheinlichkeit P fir eine 3 bei einmaligem

Wirfeln.
S:{i;2;3;4;5;6} Anzahl der mdglichen Ereignisse glei-
cher Wahrscheinlichkeit
A={3} Anzahl der guinstigen Ereignisse g.W.
Wahrscheinlichkeitsgesetz
A 1
PA — =
S 6
Anzah der gunstigel Ereigniss:
Anzahl der mdglichen Ereignisse
P(A)  Wahrscheinlichkeit fur ein giinstiges Ereignis
YAY>  Anzahl der fir A gunstigen Ereignisse
¥8Y%  Gesamtzahl aller moglichen Ereignisse mit glei-

cher Wahrscheinlichkeit

1) Ein: Da steht er nun, der Container mit 50000 i&cibven. Entwerfen Sie

eine einfache Priifvorschrift, nach der der Waregaimg die Gewinde der
Schrauben priifen und u.U. zuriickweisen soll.

2) Prinzipielle Vorgehensweise

Kaufleute: es kommt nur Gewindegrenzlehre in Frage

n-c-Anweisungen enthalten den Stichprobenumfang n, die maximal zulassige Anzahl c fehler-
hafter Teile in der Stichprobe und die MaRnahmen bei Uberschreiten der maximal zulés-
sigen Anzahl von Fehlern. Dies kann sein: Zuriickweisen des Loses, Informieren der
Fertigungsplanung usw.

,Stichprobe“ werden mit spitzen Halbrohren aus Sacken entnommen. Auch heutzutage nimmt
man die Probe nicht von oben, sondern zuféllig von jeder Palette. Um Bequemlichkeit
und Vorlieben auszuschlieBen, werden vom Computer Zufallszahlen vorgegeben.

Programmablaufplan zur Einfachstichprobenpriifung nach DIN 40080

Ultg.: Nun zu den Grundlagen

Falls das Ergebnis bekannt ist, sofort die folganBeagen stellen, bis keine

Antwort mehr kommt, danach Entwicklung wie geplant.
S heif3t auch Ergebnismenge und A Ereignismenge. Diese Begriffe sollen aber nicht einge-
fuhrt werden.

Wahrscheinlichkeit 0 heif3t sicher nicht, 0,5 heif3t fifty-fifty, 1 heif3t sicher.
Angaben in % sind maoglich.

Gesucht: P fiir eine gerade Zahl bei einmaligem Wirfeln.

A
PA =
S

® S=(1;2;3;4;5;6}; A={2;4;6} ®

oW

Vertiefung

:P fur die Wirfelsumme 7 bei zwei Wiirfen.

: Wairfel 1
Ws |1 2 3 4 5 6
g1 2 3 4 5 6 7
F 23 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
f 4 5 6 7 8 9 10
e 5 6 7 8 9 10 11
| 6 1 8 9 10 11 12
2
A6 1
PA 35 3% &

Das Wahrscheinlichkeitsgesetz gilt nur, wenn alle Ereig-
nisse aus S dieselbe Wahrscheinlichkeit haben

Empirisches Gesetz der grof3en Zahl

Man wiirfelt sehr oft und notiert die Ergebnisse.
b

0

% 0 ) %

Vertiefung

Bei zwei Wiirfen sind Wirfelsummen von 2 bis 12 moglich. Die Ereignisse sind aber entge-
gen der obigen Formel nicht gleich wahrscheinlich, weil z.B. die Summe 12 nur mit einem 6-
er-Pasch erreicht werden kann, aber die 7 durch verschiedene Kombinationen. Ggf. muss
dies durch einen Versuch bewiesen werden. Tatséchlich war dies noch im 18.Jhd nicht
selbstverstandlich.

1) Das Problem muss auf Ereignisse zurtickgefuhrtererdie gleich wahr-

scheinlich sind. Welche sind dies?
Die Ereignisse eines einzelnen Wurfes

Geeignete Darstellung vereinfacht die Lésung
2) Machen Sie Vorschlage.

z.B. in einer Matrix

Die Wichtigkeit der Gleichverteilung wird auch bei bedingten Wahrscheinlichkeiten deutlich:
Geg: Ein Foto mit 4 verschwommenen Personen
Ges: P fur jede Person, dass es eine Frau ist?
Untersuchen Sie die Frage auch, wenn Sie weitere Informationen erhalten.
1. 2 Personen sind grof3 und spazieren, zwei sind klein und rennen (Familie?)
2.  Eine groRe Person ist erkennbar ein Mann / eine Frau
Ges. P fur jede Person, dass es ein Madchen ist
3. EinKind ist erkennbar ein Junge (P(anderes Kind = Madchen) = 2/3
4.  Ein Kind ist erkennbar ein Madchen und deutlich gréBer (P(anderes = Madchen)=1/2)
3) Nur wenn die Wahrscheinlichkeit eines Ereignidgsmsiesen werden
muss.
Wie kann man testen, ob ein Wirfel wirklich ,fair* ist, bzw. wie kann man das Wahrscheinlich-
keitsgesetz beweisen? Ausprobieren, 100000x wiirfeln.

FO Versuchsreihen alter Statistiker oder Darstellun g per
Excel und OH-Display

Tragt man z.B. fiir die Augenzahl 6 die relative Haufigkeit hi-s Uber die Anzahl der Wirfe auf,
so sieht man, dass mit wachsendem n die relative Haufigkeit einem Grenzwert zustrebt.
Fur sehr groRe n strebt hs hier gegen 1/6

Das empirische Gesetz der grof3en Zahlen:

Nach einer hinreichend gro3en Anzahl n von Durchfiihrungen eines Zufallsexperiments stabi-
lisieren sich die relativen Haufigkeiten ha eines Ereignisses A

Die relative Haufigkeit h; ist ein Schatzwert fur P(A) bei der Untersuchung. Umgekehrt ist die
Wabhrscheinlichkeit ein Schatzwert fir die Vorhersage der relative Haufigkeit.
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C oder U stehen fiir das logische UND, d.h.
dass beide Ergebnisse eintreten sollen.
Sprachlich wird ,und” oft falsch verwendet:
wIch werde nass, wenn es regnet, und wenn
ich schwitze*.

Eselsbriicke: Und ist unten offen
1) Einfarbig beginnen mit der Grafi
als bekanntester Darstellung unc

ben. Zur Vertiefung alle Verknip
fungen farblich darstellen, zuletz
die Knoten des Baumdiagramms
Zeilen der Wahrheitstabelle und
Felder der Grafik mit Zahlen zu-
ordnen lassen.

Erlautern anhand des Baumdiagramms und
1000 Kfz: 8% haben Laufer (=80 Kfz), davon
haben 10% Farbfehler (=8 Kfz), das ent-
spricht 0,8%.

Hier gilt Pa(B) = P(B), weil A und B unab-
hangig voneinander sind (im Baumdiagramm
berucksichtigt!). Sie sind abhéngig, wenn es
z.B. am schlechten Lackierer liegt: dann tre-
ten die Fehler eher zusammen auf.

Allgemeine Ldsung erst anschlie-
Bend anschreiben.

allgemeiner Multiplikationssatz
,Ohne Zuriucklegen® bringt die gegenseitige
Abhangigkeit ein. Ohne diesen Hinweis ge-
niigt der spezielle Multiplikationssatz.

: Gesucht ist P dafur,
aus einer Urne mit 2 roten und 3
weiBen Kugeln ohne Zuriicklegen
in zwei Zugen zwei rote Kugeln
zu ziehen.
Geg. S={r; w}; P(A={r})=2/5;
PA(B={r})=1/4
Lsg: P(ACB) =P(A) xP4(B) = 2/5
x1/4 =0,1

spezieller Multiplikationssatz

,Unabhéngig voneinander” heil3t, dass es
beim 2. Zug egal ist, wie der erste Zug verlief
ist, z.B. durch Zurticklegen oder durch grof3e

: Auf dem Hof einer Lackiererei haben

A 8% der Kfz Laufer (Rotznasen) und

B 10% der Kfz Farbfehler.
Die Lackfehler treten unabhéngig voneinander auf.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit klaut ein Dieb im Dunkeln ein
Kfz

a) mit beiden Lackfehlern b) mit einem Lackfehler (=Lau-

(= Laufer und Farbfehler) fer oder Farbfehler)

t

Grundgesamtheit (10000 Schrauben)

Rechnen mit Baumdiagrammen

1 Baumdiagramm aufstellen
2
3
4
5
U

bungen

Einzelwahrscheinlichkeiten fur jeden Zweig aufstellen

Zweige suchen, die der Aufgabenstellung entsprechen
Wahrscheinlichk. von Knoten entlang der Zweige multiplizieren
Wabhrscheinlichkeiten von parallelen Zweigen addieren

1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten machen auch einfach erscheinende Probleme sehr verzwickt [SdW] 7/97 S.8 ,Der Trugschluss des Anklagers]

e-

zuletzt das Baumdiagramm vorge

Darstellungen logischer Funktionen
Text

z.B. Aufgabentext

Grafik
AB

Boole'sche Logik Wahrheitstabelle
A Bluln

Aund B =ACB

R 0 0(0|0 e AB
A oder B = AEB 1 0|10 AB
0 1|10
1 1111
0 in Spalte A heif3t A usw.
W-Baum
s A B A B
X 0,008 X 0,08 -0,1=0,008

X 0,08-0,9=0,072

X 0,92-0,1=0,092
0,172

P(AGB) = P(A) - P(B)
=%,08 x0,10 = 0,008

Aus den Knoten des Baumdiagrammes
Aufeinanderfolgende Aste
multiplizieren (= UND)

Beispiel siehe oben

P(AEB) =
=0,1+ 0,92 x0,08 = 0,172

Aus den Knoten des Baumdiagrammes
Nebeneinanderliegen Aste
addieren (= ODER)

PA B PAB P AB P AR

oder P A B PAB PA
Multiplikationssatz Additionssatz
P(ACB) =P(A) xPa(B) P(AEB) =

Pa(B) = Wahrscheinlichkeit fir B
wenn A vorher eintrat.:

P(A) + P(B) - P(ACB)

binomial
Sonderfall P(ACB)=0

hypergeometrisch
Sonderfall PA(B)=P(B)

A und B sind unabhé&ngig
P(ACB) =P(A) xPa(B)

A und B schlie3en sich aus
P(AEB) = P(A) + P(B)

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 5/ 26

UND und ODER unterstreichen, um
die logische Bedeutung hervorzu-
heben.

[Bamberg 1993] S.84

E bzw. v (lat. vel: ,oder) steht fiir das logi-
sche ODER, d.h. dass Ergebnis A oder Er-
gebnis B oder beide eintreten sollen: ,\Wenn
ich schwitze, oder wenn es regnet, werde ich
nass

Eselsbriicke: Oder ist oben offen

Die Wahrheitstabelle ist fiir statistische Zwe-
cke unbrauchbar, die Grafik dient nur der An-
schauung. Das Baumdiagramm erlaubt den
Eintrag von Wahrscheinlichkeiten und ist uni-
versell einsetzbar, wenn es nicht zu gro
wird.

Geeignete Darstellung er-
leichtert die Lésung !

P(AEB) aus der linken Spalte iibernehmen.
Erlautern anhand der Grafik: P(AGB) muss
wieder abgezogen werden, weil es in P(A)
+P(B) doppelt vorliegt.
Hier kann man umgekehrt giinstiger rechnen:
PA B 1 PAB 1 009z 0,172
Veranschaulichen in Grafik und Baum-
diagramm, Beweis durch Boolesche Algebra:
PAB 1 PAB

Allgemeiner Additionssatz

Ultg: Wie oben bei RB) = P(B)

gibt es u.U. Vereinfachungen:

: Gesucht ist P dafr,

aus einer Urne mit 2 roten und 3
weiRen Kugeln mit Zurticklegen in
zwei Zlugen zwei rote Kugeln zu
ziehen.
Lsg: P(ACB) =P(A) xP(B) = 2/5
x1/4=0,1

spezieller Additionssatz

Gegenseitig ausschlieBen heif3t, es kann nur
einen geben. Ereignis A und das Ereignis B
kdnnen nicht gemeinsam eintreten. z.B. ,Sie
ist schwanger oder nicht*

Durch geschickte Anordnung des Systems kann die Lo-

sung stark vereinfacht werden.

den.

Die Knoten gleichartiger Ereignisse kdnnen zur Vereinfachung zusammengefasst werden.
Betrachtet werden nur die glinstigen Ereignisse. Wenn alle Anforderungen erfiillt sind, haben
die folgenden Knoten die Wahrscheinlichkeit 1 und brauchen nicht mehr betrachtet zu wer-
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Zeitbedarf ca 90
Herleitung der Regeln siehe oben, hier nur EinitBegriffe wie binomial,
hypergeometrisch, Erwartungswert.. sind hier nidas Lernziel, werden
aber notiert,

Ein Hepatitistest erkenne 99% aller Gesunden und 98% aller Kranken. Die Durchseuchung
mit Hepatitis betrage in der relevanten Bevolkerungsgruppe 0,1%. Nach [Randow 1992]
a) Sie lassen einen Test durchfiihren, und der Arzt teilt Ihnen anschlie3end mit, dass Sie

positiv seien. Wie grof3 sind Ihre Chancen, dass Sie doch gesund sind?

Die Wahrscheinlichkeit, gesund zu sein, obwohl der Test positiv war (‘krank' ergeben

hat), liegt in diesem Beispiel bei:

P gesund, positiv
P krank oder gesund , positiv
0,9990,01 0,00999
91,1%

0,9990,01 0,0010,98 0,00999 0,00098

P gesund trotz positiv

b)  Wie stehen Ihre Chancen bei einem Durchseuchungsgrad von 10%
0,90 0,01 0,009
7,8%

0,9C 0,01 0,1C 0,9¢ 0,00¢ 0,10
Die Aufgabe Hepatitistest fihrt zur Bayes'schen Formel nach Thomas Bayes (1702 — 1761),
mit der urspriingliche Schatzungen (Hier: Zuverlassigkeit des Testes) korrigiert werden kon-
nen, wenn neue Erkenntnisse (Hier: Durchseuchungsgrad) vorliegen. Die Formel gewann erst
durch Computer grof3e Bedeutung. [Devlin 2008] S.152ff
Marc Dressler in [SdW] 10/2011: Von den Lebensdaten des Thomas Bayes kennt man nur die
Inschrift auf seinem Grabstein: Gestorben am 7.April 1761 im Alter von 59. Wie verteilen sich
die Wabhrscheinlichkeiten auf die moglichen Geburtsjahre 1701 und 1702?
Ohne weitere Info 268:96 gemaR der Anzahl der infragekommenden Geburtstage
Weitere Infos, die die Schatzung beeinflussen:
Bayes Eltern haben ihre Heiratserlaubnis am 23.10.1760 erhalten, sein Vater war
Priester  ohne voreheliche Zeugung ikann die Geburt etwa ab Juli 1761 erfolgen
Der gregorianische Kalender wurde in England erst 1752 eingefiihrt, vorher fand dort
der Jahreswechsel am 24.03. statt
erst der 25.03 z&hlte zum Jahr 1702
im Sept. 1752 wurden 14 Tage gestrichen

Wer Probleme hat, mit Anteilen (Prozenten) zu denken oder zu rechnen, soll es mit konkreten
Zahlen versuchen: Angenommen, eine Mio Menschen wiirden getestet..

Nach [Loyd 1911]
Allgemeiner W-Baum

=1/216

=5/216

5/6

Richtig = 25/216

Falsch

(F) P(OR) = 125/216

Vereinfachter W-Baum
fur binomiale und hypergeometrische Verteilungen

1-1/216

QO
9
w
Z
I

3-5/216

()
-
N
Z
I

3-25/216

(@
5
=
Z
I

Anzahl méglicher Wege /(L) P(OR) = 1-125/216
=216/216

Erwartungswert
Lsg Fur jeden Euro erhalt der Spieler
155 115 111 199
m 2€3 —or 3€3 —p 4€1 o o€ 921Ct
Vertiefung

Ziegenproblem

Die Erklarung des Ziegenproblems mit Losung benétigt etwa 90 und wird dennoch von zahl-
reichen Schilern nicht verstanden. Da es in der Bereich der bedingten Wahrscheinlichkeiten
gehort, der nicht im Lehrplan steht, kann man es weglassen. Nach [SdW] 11/1991

Soll die beiden Darstellungen des W-Baumes undedeartungswert ein-
fuhren

Mit dieser Aufgabe soll auch die vereinfachte Darstellung des Wahrscheinlichkeitsbaumes
bei unveranderlichen Einzelwahrscheinlichkeiten eingefiihrt werden. Dieser kann immer dann
verwendet werden, wenn die Wahrscheinlichkeiten unabh&ngig von den vorherigen Ereignis-
sen ist, z.B. beim Wiirfeln oder beim Losziehen ,mit Zuriicklegen®.

Beim ausfiihrlichen Wahrscheinlichkeitsbaum mussen die Wahrscheinlichkeiten fiir die Kno-
ten mit gleichem Ergebnis addiert werden. Beim vereinfachten Wahrscheinlichkeitsbaum fin-
det man den Multiplikator fir die Einzelwahrscheinlichkeit, indem man die Anzahl der Wege
feststellt, die zu diesem Knoten fiihren. Die Multiplikatoren entsprechen den Zahlen aus dem
Pascalschen Dreieck.

[Randow 1992¢inarbeiten: Vaterschafttests
Der Erwartungswert geht auf Christian Huygens (1629 — 1695) in [Huygens 1658] zuriick.
[Devlin 2008] S.106ff

Stochastik_TA_W-Baum.ODT

Das folgende Spiel einmal mit einem Schiler durchspielen, dann spielt jeder mit einem Nach-
barn. Jeder Schiler erhalt einen Mohrenkopf 0.4., alle Schiler laut durchzahlen. Zuerst spie-
len die ,Ungeraden” den Moderator fiir den Nachbarn mit der nachsthéheren Nummer, an-
schlieBend umgekehrt. Als Tore werden Biicher verwendet, als Autos ein markiertes Papier.
Gewinnt der Kandidat, muss ihm der Moderator den Mohrenkopf tiberlassen. Zuletzt wird in
einer Strichliste aufgenommen, mit welcher Taktik jeder Schiiler gewonnen hatte.
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Die hypergeometrische Verteilung
Smarties-Versuch ohne ...

Experimentelle Ermittlung einer Verteilung

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 7/ 26

Die Binomial — Verteilung
... mit Zurticklegen

Urwertliste
X Strichliste Anzahl Anteil in %
0 i 7
1 1 12
2 T 15
3 1 5
4
5
Summe:
Histogramm
Bild Erganzen
Berechnung einer Verteilung
Verkirzter W-Baum
(x=5)
2
(x=4) &
1)
>
<
o
x=3 9
S
<
[}
x=273
=
[
g
x=1<
210 -

- 4u\®:

3/6
Dr=o
Berechnung mit dem W-Baum
P(x) = P(ein Weg zu x) - P(Anzahl der Wege zu x)
X 0 1 2 3 4 5

P(Y) 833% 4167% 41,67% 833% 0% 0%
32765
. 2 109 0
zB.: P x 2 109876 10 0,417 41,7%

Notwendige Parameter
um den einfachen W-Baum eindeutig zu beschreiben

n: Anzahl der Versuche, Stichprobenumfang

N: Anzahl aller Teile im Lostopf

d:  Anzahl der Ausschussteile im Lostopf

X: Gesuchte Anzahl von Ausschuss in der Stichprobe

N und d sind nétig, da die Wahrscheinlichkeiten im W-Baum von ihnen abhangen.
Berechnung mit Tabellenkalkulationen
P(X)=HYPGEOMVERT(x; n; d; N)

Anwendung

Stichproben (Schatzwert fur die Grundgesamtheit); Lotto

1) Ultg: mit zunehmender Komplexitat (5er mit Zuzat#) wird das Baum-
diagramm zu unhandlich, deshalb sind andere Ddtstgsformen notig.

Jeder Schiler nimmt 7 Smarties einer Farbe (Gutteile) und 3 Smarties einer anderen Farbe
(Ausschuss) aus der Schale und legt sie in ein undurchsichtiges Tutchen.

Jeder Schuler nimmt zuféllig 5 Smarties ohne Zurlicklegen aus der Tite und stellt
deren Farbe (Gut, Ausschuss) fest. Die Smarties werden noch gebraucht.

Jeder Schuler nimmt 5mal hintereinander zufallig ein Smartie aus der Tiite, stellt
die Farbe (Gut, Ausschuss) fest und legt es wieder hinein (mit Zurticklegen).
Alternative:Augenzahlen beim Wirfelversuch (langweiliger, keine Ultg zu hypergeometrischer
und binomialer Verteilung.

50 Versuche sind noch lange nicht aussagekraftig.

2) Querverweis vereinfachter Baum s.0.: Zockerpdrbyto
Ausschuss 0.3 ’@X =5
_T_ 3/10 (¢ .
SoSHpgi e oY
'®: 03 0.7 :®: 0.3 4
0.3 0.7 0.3 0.7 .5
0 Ko s o gy 010
0,7 0.3 0.7 03 0.7 g
O ; 0.3 C:o,? 0,3XZ2;
s oD or o3
7110 [ @ 0.3
Ve EROIS

Alle Wege zum gleichen x haben die gleichen Zahlen in wechselnder Reihenfolge
Die Anzahl der moglichen Wege zu einem Knoten liefert das Pascalsche Dreieck

X 0 1 2 3 4 5
P(x) 16,81% 36,02% 30,87% 13,23%  2,84%  0,24%

zB.:.P x 2 03030,70,70,710 0,309 30,9%

3) Welche Angaben sind nétig, um die Aufgabe (dezinfachten W-
Baum) statistisch umfassend zu beschreiben
4) Welche Grof3e muss man noch kennen, wenn masuefdp?  x!

n: Anzahl der Versuche, Stichprobenumfang
p: Wahrscheinlichkeit eines Ausschussteils im Lostopf
x:  Gesuchte Anzahl von Ausschuss in der Stichprobe

Es genugt p, da p von N unabhangig ist.
P(x)=BINOMVERT (x, n; p; 0)

Stichproben mit groRen Grundgesamtheiten
da ohne PC eine binomiale Verteilung leichter zu berechnen ist als eine hypergeometri-
sche  siehe kleinere Zahl der notwendigen Parameter

Vertiefung
Smarties-Versuch berechnen

10 Schrauben

Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeiten g(x), aus einem Paket mit N = 10 Schrauben, davon
d = 3 fehlerhaft, in einer Stichprobe vom Umfang n = 3 zufallig genau x = 0, 1, 2 oder 3 fehler-
hafte Schrauben zu finden?

Lotto
g(x=0)=0,435965; g(x=1)=0,4130195; g(x=2)=0,132,3780; g(x=3)=0,0176504 g(x=4) =
0,0009686197; g(x=5) = 0,0000184499, g(x=6) = 0,0000000715112

100 Schrauben

Aufgabe: Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeiten g(x), aus einem Paket mit N = 100 Schrau-
ben, davon d = 8 fehlerhaft, in einer Stichprobe vom Umfang n = 5 zuféllig genau x=0, 1, 2,
3, 4 oder 5 fehlerhafte Schrauben zu finden, wenn jede gezogene Schraube sofort zuriickge-
legt und untergemischt wird?
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Formel fir die hypergeometrische Verteilung Formel fir die binomiale Verteilung
nicht unterrichten nicht unterrichten
d N d d! N d! x nox
X n X x'd x!' n x! Ndn x! Px p1lwp
P
N N!
I I . .
n nt N n! mit p d = Fehleranteil
. N N! N
mit TN T n
n.nm n: und n!  n 123 ..nfirn>0 und 0! =1
i1
Veranschaulichung
Darin bedeuten Darin bedeuten
d! N d! n 5 5l

d x1 ] ( N d n x! p* 0,3 x 2 21521 0
ﬁ—)ﬁ V'_H

Py 2 3 276510} n! Px 2 03030,70,70,710
- - = -
109876/ x'nx! B — .,
%ﬁ—/‘
1 p 1 03
N! Die binomiale Verteilung ist einfacher als die hypergeometrische, weil durch das Zuriicklegen
W der gezogenen Teile die Fehleranteile konstant bleiben. Die Binomialverteilung ist von der

- X _ X X GrolRe der Grundgesamtheit unabhangig.
N Uber n: Die Anzahl der Kombinationen aller Teile der Stichprobe

d tiber x: Die Anzahl der Permutationen der fehlerhaften Einheiten.
(N-d) uber (n-x): Die Anzahl der Permutationen der guten Einheiten

Uberlegungen zur Herleitung

N 1) Vereinfachtes Baumdiagramm zeichnen. Permutationen
Uberlegung ar;alog rechts 2) Die Wahrscheinlichkeit P(x=2 Ausschussteile) auf einem bestimmten von 2in 5:
. . N N Weg zu erreichen, liest man auf seinem Pfad im W-Baum ab. Darin ist gggaa
Beweis flur n n (x=2)-mal die Wahrscheinlichkeit p=0,3 fiir ein Ausschussteil und (n- ggaga
ni x=5-2=3)-mal die W. (1-p=1-0,3=0,3) enthalten. gagga

3) Umdie Wahrscheinlichkeit x=2 Ausschussteile auf einem beliebigen aggga

Weg zu ermitteln, muss man die obige Wahrscheinlichk. mit der Anzahl ggaag

der moglichen Wege multiplizieren. gagag

4)  Wie viele Wege fiihren zum Knoten (n=5; x=2)? Dazu die Anzahl der aggag

Wege zu einem Knoten in den Kreis eintragen, beginnend ab dem gaagg

Stamm. Es zeigt sich, dass die Anzahl der Wege gleich der Summe der agagg

beiden Vorlauferknoten ist. Die Darstellung entspricht einem Arithmeti- aaggg

schen (Pascalschen) Dreieck und wird auch bei Polynomen verwendet.
5) Jeder Weg steht fir eine Reihenfolge (Permutation) von 3 guten und 2 schlechten, also
insgesamt 5 Teilen. Man kann n=5 Teileinn!=1-2-..-nbzw. 5!=1-2.. -5=120
verschiedenen Reihenfolgen auftragen. Da es aber gleichgultig ist, in welcher Reihenfol-
ge die Ausschussteile auftreten (bzw. der W-Baum nur eine Reihenfolge zulasst), mus-
sen die Anzahl der Permutationen der Ausschussteile wieder herausgerechnet (durch
n! = 2! =2 geteilt) werden. Dies gilt sinngemaf auch fur die (n-x=5-2=3) Gutteile.
6)  Eine Formel fur die Anzahl der Weg zum Knoten (n; x) lautet also

|
Q ﬁ g 1C Taschenrechner nPr(5,2)
Kurz gibt man Binomialkoeffizienten in der Schreibweise n tber x an.
Taschenrechnerfunktionen

N-Fakultat: FACT 5 EXE
N ibern= nCr(5,3) EXE

Larson-Nomogramm

zur grafischen Ermittlung der unteren Verteilungsfunktion (Summenfunktion)
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Einfach-Stichproben-Anweisung

n-c-Anweisung

Festzulegen bei der Stichprobenpriifung aus von N Teilen:

- Stichprobenumfang n

- maximal zuléssige Anzahl c darin enthaltener fehlerhafter Teile

- MaRnahmen bei Uberschreiten von ¢ (fehlerhafter Lieferung)
Stichprobenprifung

Arten von Risiken

Kunden-
risiko
schlechte
JUhGER Lieferung
Fehleranteil i.0.
B gute
Lieferung
Lieferanten-
risiko
Welche Rolle spielt hier Bayes?
Hohe des Risikos
Fehleranteil n-c = 100-2 50-2
Lieferantenrisiko Kundenrisiko Kundenrisiko
P P(Ruckweise) P(Annahme) P(Annahme)
1% 0,079 0,91 0,986
2% 0,323 0,68 0,925
4% 0,768 0,22 0,69
6 % 0,943 0,05 0,42
8% 0,989 0,01 0,226
10 % 0,998 0,002 0,115

Merkmale von n-c-Anweisungen

- messen keine erhdhte Fehleranteile, sondern erhéhen ihre
Ruckweisewahrscheinlichkeit.

- sichern den Abnehmer bei einem Los nicht ab, sondern sind nur
fur Serien von Losen geeignet.

Auswabhl von n-c-Anweisungen
[Rinne 1991][ S.238ff; DIN 40080] einarbeiten

oc-Funktionen

oc: Operationscharakteristiken
sind grafische Darstellung des Kundenrisikos

AQL-System

1,5: acceptable quality line = zulass.Fehleranteil in %
wird mit 90% Wahrscheinlichkeit akzeptiert

H fur LosgroéRe 281 ... 500 EA
Kennbuchstabe fiur die n-c-Anweisung

normal

reduziert, normal und verscharft
Il Prifniveau

mittlerer Stichprobenumfang und Trennschérfe
Sprunganweisungen (Skip-Lot-Verfahren)
nach DIN ISO 2859-1:2001

Skiplot

_ Skip Lot
Reduziert ---
1x

Normal

2/5 SX
Verscharft

10x
Sonstiges

X, S-Anweisungen, Wilrich-Nomogramm

sequentielle Stichprobenprifung
Stichprobenumfang richtet sich nach dem Ergebnis der Priifung (die Stichprobe wird happ-
chenweise genommen.)

grafische Darstellung

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 9/ 26

Priiflos

N Teile
Stichprobe

n Teile

1) lhre Firma empfangt haufiger Container mit
Schrauben. Erstellen Sie eine Prifanweisu
fur die die Kaufleute vom Wareneingang,

wenn 2,5% Gewindefehler toleriert sind
Einarbeiten: Betriebslehre fir Techniker; Stichprobentabellen
zur Attributprifung 1973
2) Prinzipielle Vorgehensweise
Kaufleute: es kommt nur Gewindegrenzlehre in Frage
n-c-Anweisungen enthalten den Stichprobenumfang n, die ma-

ximal zulassige Anzahl c fehlerhafter Teile in der Stichprobe

Annahme D (Ruckweisung)

und die MaRnahmen bei Uberschreiten der maximal zulassi-
gen Anzahl von Fehlern. Dies kann sein: Zuriickweisen des Loses, Informieren der Ferti-
gungsplanung usw.

,Stichprobe“ werden mit spitzen Halbrohren aus Sacken entnommen. Auch heutzutage nimmt
man die Probe nicht von oben, sondern zuféllig von jeder Palette. Um Bequemlichkeit und
Vorlieben auszuschlieRen, werden vom Computer Zufallszahlen vorgegeben, oder nach DIN
53803-1:1991 Probenentnahme.. Container = groBe Grundgesamtheit: Binomialverteilung

3) Welche Ergebnisse kénnen auftreten, wenn deraBwrtetwa 2% Feh-

ler enthélt?
Man kann als Kunde 2 oder weniger Ausschussteile erwischen und beurteilt den Container
richtigerweise als gut, oder man erwischt zuféllig mehr Ausschussteile und beurteilt die Liefe-
rung falschlicherweise als schlecht (Lieferantenrisiko).
4) Welche Ergebnisse kdnnen auftreten, wenn deraBwrtetwa 4% Feh-

ler enthalt?
Man kann als Kunde 2 oder weniger Ausschussteile erwischen und beurteilt den Container
falschlicherweise als gut, oder man erwischt zuféllig mehr Ausschussteile und beurteilt die
Lieferung richtigerweise als schlecht.
Bild Stichprobe

5) Wie groB sind Kunden- und Lieferantenrisiko eit@0-2-Anweisung

bei 2% bzw. 4% Fehleranteil
gibt die Annahmewahrscheinlichkeit G aus P, x und n an.
Lieferantenrisiko und Rickweisewahrscheinlichkeit entsprechen einander, obwohl es genau
genommen kein Lieferantenrisiko gibt, wenn der Fehleranteil gréR3er als vereinbart ist.
Kundenrisiko und Annahmewahrscheinlichkeit entsprechen einander, obwohl es genau ge-
nommen kein Kundenrisiko gibt, wenn der Fehleranteil kleiner als vereinbart ist.

,Die Festlegung eines AQL-Wertes lasst keineswegs die Auslegung zu, dass der Lieferant
das Recht hat, wissentlich auch nur eine fehlerhafte Einheit zu liefern. .. Es bleibt das Recht
vorbehalten, jede fehlerhafte Einheit zurtickzuweisen.” [Klein 2008] S.977

Dagegen: Wenn ein Lieferant Uiberzeugt ist, dass seine zurlickgewiesene Lieferung einen
niedrigen Fehleranteil hat, ist es vorstellbar, dass er sie heimlich umverpackt und erneut lie-
fert.

6) Schlagen Sie n-c-Anweisungen vor, die ein Lo2 ®B%0-Fehlern mit
10% Wahrscheinlichkeit zurtickweisen

7) Stellen Sie fir die n-c-Anweisungen die Annataheseheinlichkeiten
gegen die Fehleranteile grafisch in einem Schauthéld

a) oc-Linien beschriften

b) Lieferanten- und Kundenrisiko eintragen

c) Trennscharfe erklaren

8) Ultg: fur die Annahmewahrscheinlichkeit 90% giistein ausgearbeite-
tes System, das AQL-System. Tragen Sie im Larsomodiamm die n-

c-Paare fur AQL 2,5 normal/verscharft Prifniveateih
Praktische Hinweise siehe [Geiger 1998]

Vereinbart werden der zulassige Fehleranteil (AQL-Wert) und das Prufniveau. Die Stich-
probengrée ergibt sich aus der Losgréfe. Mit steigender LosgroRe wird groRerer Aufwand
akzeptabel und die Trennschérfe erhoht.

Es sind auch doppelte und siebenfache Priifungen moglich.

Je groRRer die Stichprobe, desto genauer das Ergebnis (Trennschérfe), aber desto groRer der
Aufwand.
Il hat einen groBeren Stichprobenumfang und groBere Trennscharfe
Norm nach [Klein 2008][, S.977
Die Prufanweisungen beginnen mit normal und pendeln dynamisch zwischen.
normal - reduziert: 10 aufeinanderfolgende Lose angenommen, bzw. in 10 solcher Lose
wurde eine max. Fehlerzahl nicht Giberschritten.
reduziert - Skip Lot: nachdem mehrere Lose angenommen wurden, kénnen Prifungen
Uibersprungen werden
reduziert - normal: 1 Los zuriickgewiesen
normal - verschérft: 2 von 5 aufeinanderfolgenden Lose zurlickgewiesen
verscharft - normal: 5 aufeinanderfolgenden Lose angenommen
verscharft - Prifungsabbruch: 10 aufeinanderfolgenden Lose abgelehnt

Voraussetzung ist immer eine stabile Produktion. Wenn dort etwas umgestellt wird, beginnt
man wieder mit normal. Es gibt auch Systeme, bei denen nach einer Riickweisung das Los
auf Kosten des Herstellers zu 100% gepriift werden muss.

[Geiger 1998]: ,Wer es nur mit qualitativen Merkmalen zu tun hat, wer von seinen Kunden ..
verpflichtet wird oder selber glaubt, das sei die beste Methode, .. muR .. sich mit einer zweck-
maRigen Festlegung des Schliisselwertes AQL fiir die Auswahl der Stichprobenanweisungen..
genau befassen. ... Ganz allgemein muf3 er aus dem gewonnenen Wissen erkennen, wie we-
nig Aussagemdglichkeiten diese Verfahren bei einigermaBen wirtschaftlichen Stichproben-
umfangen haben. ..*
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Haufigkeitsverteilung: Praktisches Beispiel
kontinuierliche Merkmale im Histogramm

Merkmal 1: Breite
normalverteilt

\ Merkmal 1

Haufigkeit

B

uGw 0Gw MaB X
Klassenbildung
Strichliste
Histogramm
@ Wabhrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion
Wahrscheinlichkeitsnetz
Ubungen

i Merkmal 2 Merkmal 2: Parallelitat
3 linksschiefe Verteilung
.%’
g
uGw oGw MaR X
i Merkmal 3 Merkmal 3: Gesamtlange
3
3
2
uGwW oGw MaB X
“ Merkmal 4
3 Merkmal 4: Harte
&) vermutlich zwei verschiedene
S Prozesse
uGW oGw MaBX
“ Merkmal 5
3 Merkmal 5: Abstand
g rechtsschiefe Verteilung
g
/ o
uGw oGw Mal X
i Merkmal 6 Merkmal 6: Durchmesser

Normalverteilung

Haufigkeit

uGw oGw MaB x

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 10/ 26

Quelle: LFB Baumann 1996; Norm nach [Klein 2008] S.981ff
1) Die zugehdérige Zeichnung habe ich nicht kop@ates darauf gar nicht
ankommt, daflir habe ich etwas viel schéneres: Zahle

Glockenkurve = Normalverteilung: typisch fiir viele technische Prozesse
nicht maschinenfahig, weil zu breit
Prozess nach links verschieben verringert den Ausschuss

am Beispiel der Breite

Summenhaufigkeiten sind besser geeignet, um Ausschuss abzulesen.
W-Netz wieder einfihren
2) Mogliche Fortsetzung fir Meister

3) In Gruppenarbeit, je Gruppe ein Merkmal:

- Erstellen Sie fur den Wellengelenkschaft, Merkmale 2 bis 6, die Histogramme
Beschreiben Sie die Kurve
Diskutieren Sie mogliche Ursachen und weitere Maf3nahmen.
Tragen Sie lhre Ergebnisse vor

keine GauR’sche Normalverteilung

linksschiefe Verteilung ist typische fur Lagetoleranzen und Rauheiten, weil es bei diesen
keine negativen Werte gibt

die Kurve der Summenhaufigkeit ist konvex, weil von links her kommend zuerst die
groRen Einzelklassenhaufigkeiten kommen. Bei rechtsschiefen Verteilungen ist sie kon-
kav

ab. Die Normalverteilung muss rechnerisch tiberpruft werden.
der Prozess ist nicht maschinenféhig (viel zu breit)

Die grafische Beurteilung hangt stark von den Klassengrenzen /
die zulassige Schwankung innerhalb der Klassen héngt von N, n \

n
usw. ab und steigt mit sinkendem W

mdglicherweise handelt es sich um zwei verschiedene Prozesse (Anlagen, Bediener,
Chargen, Einstellungen 0.4.)
wenn mdglich, muss jeder fir sich beurteilt werden.

ahnelt einer abgeschnittenen Normalverteilung

Mdgliche Ursachen
der Lieferant hat Ausschuss gefertigt und ihn aussortiert. In dem Fall kann der Kunde
den Ausschussanteil berechnen.
es handelt sich um eine manuelle Fertigung (man feilt nicht weiter, sobald man inner-
halb der Toleranz ist).
es wurde mit einem Anschlag gearbeitet.

sehr schone Normalverteilung
die Maschinenféahigkeit wird nur knapp erreicht



Statistik — Begriffe

Gewerbeschule Lorrach

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 11 /26

Begriffe
absolute und relative Haufigkeiten

absolut: gezahlte Einzel- und Summenwerte
relativ: Haufigkeiten in Prozent normiert

Einzelhaufigkeit

h; @P(x=xi)

Einzel: Haufigkeit eines bestimmten Ereignisses

Wahrscheinlichkeitsfunktion

g(x) @P(x=x)

Fr jedes diskrete Ereignis (x-Achse) wird die relative Haufigkeit (y-Achse) aufgetragen.

Wabhrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion werden jetzt eingefiihrt,

- um hypergeometrische u.a. Verteilungen vorzubereiten

- Die Unterscheidung zwischen W-/V-Funktion einerseits und Einzel-/'summen-Haufigkei-
ten andererseits ist in der Bezeichnung nicht so wichtig, wichtig ist aber, dass das erste
theoretisch voraussagt und das zweite einen vergangenen praktischen Versuch be-
schreibt.

Unter- und Uberschreitungsanteile

Aus der Verteilungsfunktion wird P(xEx;) abgelesen, andere Angaben miissen umgeformt wer-
den, z.B.

P(x36) = 1 - P(xE5) P(3<x<6) = P(x£E5) - P(xE3)

Erwartungswert p1

n
X P X
i1

untere und obere Summenhaufigkeit
W., dass ein Ereignis oder eines in der Rangfolge darunter bzw. dartiber liegendes eintritt.
untere Summenhaufigkeit H; @P(xEx;)

obere Summenhaufigkeit BP(x3x)

Verteilungsfunktion
G(X) @P(XEX:)

Fir jedes diskretes Ereignis (x-Achse) wird die relative untere Summenhaufigkeit (y-Achse)
aufgetragen, dass dieses Ereignis

Tabellen oder Taschenrechner konnen oft keine Einzelwahrscheinlichkeiten angeben, weil
diese nicht existieren, z.B. bei kontinuierlichen Merkmalen. AuRerdem ware es unpraktisch,
wenn man alle betreffenden Einzelwahrscheinlichkeiten addieren miisste, um Ausschussan-
teilezu berechnen.

Besonders in der Langenmesstechnik sucht man nicht die Wahrscheinlichkeit fir ein diskretes
Maf, die sowieso sehr gering ist, sondern die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Maf3
Uiber- oder unterschritten wird, z.B. P(x<100mm) oder P(Bierflascheninhalt<0,48l).

Fir den Erwartungswert werden die Ereignisse mit ihrer Wahrscheinlichkeit gewichtet.
Beispiel: Ein Speerwerfer wirft 4 mal 80m, beim 6ten Versuch fallt ihm der Speer aus der
Hand féllt (Om). Der Erwartungswert seiner Wurfweite betragt nicht den Mittelwert zwischen
Om und 80m, sondern zwischen Om und 4 x 80m: m= 0,2x0m + 0,8x80m = 64m.

Beispiel: Gewichtung von Klassenarbeiten.

Bei symmetrischen normalverteilten Funktionen ist der Erwartungswert gleich dem Mittelwert.
Da der Mittelwert haufig keinen Sinn macht, spricht man vom Erwartungswert. Beispiele fiir
Sinnlosigkeit: Klassenarbeit mit der Badewannenkurve als Ergebnis, 2 MaR und 2 Kalbsha-
xen, bei den meisten Wiirfelspielen (z.B. Kniffel = Wiirfelpoker).
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Glockenkurve, Standardverteilung, GauRverteilung

D|e NOfma|-Vertel|Ung H kurze Geschichte der Normalverteilung  [Crilly 2007]

Entwicklung der Glockenkurve aus Gal+

,“; tons Nagelbrett 1) Welche Verteilung wird hier entstehen? , .
z.B Galtons Nagelbrett ist ein materialisierter Wahrscheinlichkeitsbaum, der an jedem Knoten die
O] e . Wahl l&sst zwischen zwei Ereignissen, z.B. GroBer oder Kleiner. Da die Wahrscheinlichkeit
o o o Lagerspiel an jedem Knoten gleich ist, handelt es sich um eine Binomial-Verteilung.
e o o o Schwingungen im Werkstiick
e o o o o _I\{lbratlonten dehr Maichlne Mit steigenden Stichprobenumfang néhert sich die Form der Verteilung immer mehr der idea-
e o o o o o emperaturschwankungen len Glockenkurve. Besonders gut erkennt man sie in einer AusschnittvergréRerung.
e © 6 o o o o i usw. . C.-F. GauB (1777-1855) hat festgestellt, dass die Darstellung ngtUrIicher Grolen (z.B. den
Viele natirliche und tech- Durchmessern von Niissen) zu einer Glockenkurve fiihrt. Natiirliche Prozesse hangen oft von
Ssees . h p t sehr vielen Faktoren ab, die da§ Ergebn!s nach oben odvervnachv unten beeinflussen. Die Fak-
fessiieeoin Wl nische Frozesse streuen toren entsprechen den Knoten im binomialen Wahrscheinlichkeitsbaum.

00 01K00 ¢

JOCC
oo et
)0600060006¢ *wk
oo oo
= 1 KIXXI! !IXXKI! IXXIIII XIIIIX IlIIIX (IIII
JJ.LJJIB

nach der Normalverteilung.

N\

= Wabhrscheinlichkeitsfunktion der Binomial-Verteilung

bei unendlich groRen Stichprobenumfangen
Wahrscheinlichkeit
P <x<xp)

W-Dichte

X1 Xo X
Aussagen der ,Glockenkurve*
fir kontinuierliche Merkmale, z.B. Messwerte:

X-Achse: Messwerte

Y-Achse: Wahrscheinlichkeitsdichte
die Hohe der Kurve sagt dem Techniker nix!

Flache: Wahrscheinlichkeiten
stecken in der Flache der Glockenkurve
Gesamtflache hat die Wahrscheinlichkeit 1 =100%

Parameter der Normalverteilung

Mittelwert p bzw. x
= Mal fir die Lage der Fertigung

Standardabweichung bzw. s
= Ma fur die Streuung der Fertigung

Man rechnet auch mit der Varianz s2, s2.

Ubung

Berechnung der Parameter mit Tabellenkalkulationen

Mittelwert x bzw. p = MrtteLwerT (Messwerte)

Standardabweichung s =StAsw(Messwerte)

bzw.

Die Glockenkurve und die Standardabweichung war schon vor GauR3 bekannt geworden
durch Abraham de [Moivre 1733] (1667-1754), der auch die Standardabweichung fand. Vorar-
beiten veréffentlichte 1713 Nikolaus Bernoulli (1687-1759).

Die Form der Binomialverteilung héngt nicht von der Fehlerwahrscheinlichkeit ab, wenn der
Stichprobenumfang gro genug gewahlt wird.

Bedeutung der Kurve verdeutlichen

c't 3/97: Artikel tber Internet-Shopping ,der typische Kaufhof-Kunde ist 41Jahre alt und weib-
lich“ Beschreiben sie die Situation, wenn der Mittelwert 41 eine Standardabweichung von 1
oder von 10 Jahre hat.

Fir diskrete Merkmale kann die Normalverteilung nur Schatzungen liefern, weil sie nur die bi-

nomiale Verteilung, diese die hypergeometrischen Verteilung annahert; Normalverteilung gilt

fur unendlich grof3e Stichprobenumféange, die es real nicht gibt. Trotzdem wird die Normal-

verteilung zugrunde gelegt, weil sie einfach zu handhaben ist.

1) Die Normalverteilung soll zur Untersuchung eigeo3en Stichprobe
dienen. Wo werden die Messwerte eingetragen?

2) Welchen Informationen kdnnen aus der Kurve garegeden?

3) Welche Aussage macht die Hohe der Kurve?

Je groRer der Stichprobenumfang wird, desto kleiner wird der Maf3stab der y-Achse. Bei un-
endlich vielen Stichproben ware die Kurve flach. Veranschaulichung: Die Wahrscheinlichkeit,
einen Wert 50,123456...mm zu finden, ist auch bei sehr vielen Versuchen gleich 0.

4) Wie kann man dann Wahrscheinlichkeiten aus devé&armitteln?
Wabhrscheinlichkeiten sind nur fur Bereiche moglich und sinnvoll, weil die Einzelwahrschein-
lichkeit fiir einen Messwert zu gering ist. Schon bei den Maschinenféahigkeitsuntersuchungen
haben wir keine Wahrscheinlichkeiten fir Einzelwerte, sondern firr Klassen angegeben.

Sie werden mit der Verteilungsfunktion, mit Tabellen oder mit dem Taschenrechner ermittelt.

1) Welche Parameter sind notwendig, um die Glocketkzu beschreiben?

Messreihe hypergeom binomiale (Normal-)Verteilung

alle Messwerte N, d, nund x P, nund x (s, W

2) Erst mit der Glockenkurve beginnen und dann dr&ge nach und
nach ergéanzen. Wahrscheinlichkeiten aus dem Wadirdathkeitsnetz

entnehmen, z.B. in [EuroM].
Zwischen den beiden Wendepunkten liegen 68,27% der Flache, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
dass ein beliebiger Wert der Verteilung zwischen ps liegt, ist 68,27%. Man spricht auch von
2s und meint +1s bzw. 68,27% Wahrscheinlichkeit.
Bei 8 oder mehr wird nicht die Toleranz erhdht, sondern es muss die Standardabweichung
(Streuung) der Fertigung verringert werden.
95%- und 99%-Wahrscheinlichkeiten sind wichtig fir Regelkarten (Warn- und Eingriffsgren-
zen).
Es wird vorausgesetzt, dass die Verteilungsart Normalverteilung angegeben ist.

Mittelwert gibt die seitliche Lage der Glockenkurve an. n
p wird bei Grundgesamtheit verwendet. x gilt bei Stichproben (eigent- m=
lich immer auf3er bei 100%-Prufungen) und ist ein Schatzwert fur p. In i1
der Literatur wird p und x oft verwechselt. In der Berechnung gibt es keinerlei Unterschiede.
Der Mittelwert entspricht dem Erwartungswert, da p(x) = 1/n ist:

3) Wie kann man eine gute und schlechte Maschirersafteiden?

s fir die Grundgesamtheit, s fir Stichproben.

Die Breite der Kurve muss angegeben werden, aber die Gesamtbreite ist unendlich und des-
halb nicht geeignet. Als markanter Punkt bietet sich der Wendepunkt an, es ist der Punkt, bei
dem die Linkskurve in eine Rechtskurve tbergeht u.u. (Vgl. Motorradfahrer bei Kurvenfahrt).
Die Standardabweichung ist der Abstand vom Mittelwert bis zum Wendepunkt.

1) Differenz zwischen Messwert und Mittelwert bilden und fur alle Messwerte summieren
2) Differenzen quadrieren, damit sich positive und negative Differenzen nicht aufheben.

3)  Summe durch n-1 teilen

4)  Quadrierung zuriicknehmen

Unterscheidung s(n) - s(n-1), Bevorzugung s(n-1).

le XI

1) Berechnen Sie Mittelwert und Standardabweichung.

mit Taschenrechner mit Wahrscheinlichkeits-
netz

1" X; X wn X,
X = X —
n n

i1

1 n

s —— X x°’
n1l,;;
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Grenzwerte der Normalvtlg. mit Excel Wdh.: Mit welchen Parametern geben Sie die Strelnzwg die Lage Ihrer

Fertigung an?

ZSB Zufallsstreubereiche Rhetorisch: Was kdnnen sie mit diesen Parametefangen?

Beantworten die Fragen: Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt ein MaB in der Toleranz bzw. wie
muss die Toleranz liegen, damit ein Maf3 mit gegebener Wahrscheinlichkeit darin liegt

Man unterteilt die Beispiele auch in einseitig bzw. beidseitig Anteile aus Grenzwerten Grenzwerte aus Anteilen

abgegrenzt. Die Abkirzung G fir Grenzwerte ist in der statisti-

schen Literatur nicht tiblich. Aber die Schuler kennen diese Ab-M\/g[cher Anteil P der Messwerte x Wo liegen die Grenzwerte G, sodass

kiirzungen von Toleranzen, die wiederum eine typische Anwen-

dung sind. liegt unter (Uber, innerhalb, aul3erhalb)der Anteil P der Messwerte x unter

der Grenzwerte G? (Uber ..) ihnen liegt.
UnterSChreitUngsante” ie groR ist der Anteil p unterhalb des Grenzwertes x? o liegt der Grenzwert x, unterhalb dessen ein Anteil p liegt?
.. rechnen Excel&Co direkt aus p(x<G) = G((P)=

= NorMmVERT(G; W; S; 1) = NormiInv(P; ;)

Uberschreitungsanteil ie grof ist der Anteil p oberhalb des Grenzwertes x? o liegt der Grenzwert x, oberhalb dessen ein Anteil p liegt?
muss in Unterschreitungsanteil (UA) P(x > G) = G (P)=
umgerechnet werden: UA=1-P 1 — NormVErRT(G; I; S; 1) = Norminv(1-P; ;)

=1 — Unterschreitungsanteil (G)

ZWiSChenanteil (Gutte'le) ie groR ist der Anteil p zwischen den Grenzen Gy und Go? o liegen die symmetrischen Grenzen Gy und Go innerhalb
deren ein Anteil p liegt?
wird mit 2 UA gerechnet: P(Gu<x<Gp) = Gy (P) =
G 1 P, G 1 1 P 1P + NormVERT(Go; I; S; 1) vArs~ 12 1
v —5 6o > o P = NormiInv((1-P)/2; ; )
2 — NormVERT(Gy; Y; S; 1)
Go (P) =
= UA (Go) - UA (Gu) = Norminv((1+P)/2; 1t; )
(auch asymmetrische Grenzen) (nur fur symmetrische Grenzen)
Ausschussanteil ie grof ist der Anteil p auBerhalb der Grenzen Gy und Go? o liegen die symmetrischen Grenzen G, und Go aufRerhalb
deren ein Anteil p liegt?
wird mit 2 UA gerechnet: P(X<GuE Go<Xx) = Go (P) =
G —:Go 1 - L= NoruVerT(Go; ;'S 1) = Norlw(P/2; 1t )
2 2 + NorMVERT(Gy; I; S; 1) T
. . Go (P) =
=1 — Zwischenanteil (Gy; Go) = NormInv(1-P/2; 11; )
(auch asymmetrische Grenzen) (nur fiir symmetrische Grenzen)
Vertiefung |
Altere Verfahren
Tabellen - .
L. Deutsche Gesellschaft fur Qualitat e.V., Pf 50 07 63, 60395 Frankfurt am Main. In den Ta-
StandardlSIGrte bellen ist fiir positive u der Uberschreitungsanteil Q(u) und der Unterschreitungsanteil
. G(u) aufgelistet. Die Werte fiir negative u ergeben sich sinngeman (siehe Bild). Auf der
Norm alvertellung letzten Seite sind haufig gebrauchte Werte mit genaueren Ergebnissen aufgelistet. Die

Tabellen sind in jedem besseren Buch fir Statistik enthalten.
Da Tabellen nicht fiir alle moglichen Mittelwerte und Standardabweichungen erstellt werden
kénnen, muss man die Werte einer Messreihe standardisieren. Dazu wird berechnet, wie weit
die Werte vom Mittelwert p entfernt sind, und zwar in der Einheit Standardabweichung.
Im Bild ist der Mittelwert p=3,25 und die Standardabweichung =0,15. Der Wert 3,40 wird zu
u = +1 standardisiert, weil er eine Standardabweichung tiber dem Mittelwert liegt, dement-
sprechend entspricht 3,00 u = -1,67.

Ein: grafische Lésungsmadglichkeit.

Wahrscheinlichkeitsnetz

Im Wahrscheinlichkeitsnetz wird die y-Achse derart skaliert, dass die Normalverteilung als Ge-
rade erscheint. Die Messergebnisse werden fiir eine Haufigkeitsverteilung aufbereitet und
dann ins Wahrscheinlichkeitsnetz eingetragen. Uber die Balken des Histogrammes wird eine
Gerade nach Augenmaf gezogen. An den Randern des W-Netzes kann man Standardabwei-
chung, Ausschussanteile usw. ablesen.
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Wahrscheinlichkeitsnetz der Normalverteilung Ein: grafische Losungsmoglichkeit.

Vertlefung Im Wahrscheinlichkeitsnetz wird die y-Achse derart skaliert, dass die Normalverteilung als
Gerade erscheint. Die Messergebnisse werden fiir eine Haufigkeitsverteilung aufbereitet und
dann ins Wahrscheinlichkeitsnetz eingetragen. Uber die Balken des Histogrammes wird eine
Gerade nach Augenmalf’ gezogen. An den Randern des W-Netzes kann man Standardab-
weichung, Ausschussanteile usw. ablesen.
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Begriindung fiir SPC 1) Klassische Toleranzen kennen nu \Wert
_ P die Qualitat 0 und 100%. Lehrling: iy
SPC = Statistische Prozesskontrolle haben Mithe, die Logik dieses syslooﬁ’
tems zu verstehen, und haben rec
Warum?
klassische Grenzmalfitole- .
ranzen 0% : —
Abman
Allgemintoleranzen GU GO Maf
ISO-Toleranz Klassische Grenzmalf3tolerierung

2) Wie reagieren Sie, wenn das Fahrzeug vor Ihnergdnze Fahrbahn-
breite ausnitzt durch Schlangenlinien? Es verlasste Spur nicht!

Ein Fahrzeug hat eine ganze Spur zur Verfiigung, die Fahrbahnmarkierungen entsprechen
den Grenzwerte Gy und Go, die Fahrbahnbreite ( - Fz-Breite) der Toleranz.

Hoffentlich lautet die Reaktion extragrof3er Abstand!

Begriindungen:Wenn man an der Toleranzgrenze fertigt,
ist die Funktionsqualitat nicht optimal.
kann schon eine geringe Stérung zu Ausschuss fiihren.

Ein Fahrzeug (Fertigungsprozess) sollte nicht die ganze , , o
kénnen nur teure 100%-Prifungen sicherstellen, dass kein Ausschussteil vorliegt.

Fahrbahnbreite (Toleranz) ausnutzen.
3) Zur Untersuchung zeichnen wir den Fahrweg auf.

Datenerfassung ! : . . .
i Zur Vereinfachung wird das Fz auf einen Punkt reduziert und die Fahrbahn entsprechend
Urwertliste schmaler.
. y-Achse: Strecke in m oder Zeit t in s (Zeit ist besser geeignet, weil Gbertragbar auf QRK)
schwer lesbare Zahlenreihen x-Achse: Lage des Fz

Verlaufsdiagramm

| Q]
b b2
2 g
o
e
I )
% cx
g o1
2 o
3 o
(]
> Q
1)
€3
IeX
e
o
I=1
Q
keX
o
Q
o
Maf3 x‘
Reduzierung der Daten 4) D_er_ Fahrweg enthalt_unhgndlich_viele Informationelso reduzieren
T . . . . wir ihn auf eine Haufigkeitsverteilung.
HauﬂgkenSVe_rte'lung im Histogramm 5) Die Haufigkeitsverteilung erlaubt eine Bewertwgiges Prozesses.
vereinfacht die Verlaufswerte o Xe) [oXo)
| Haufigkeitsverteilung 00 [oXe)
g oo 0000 oo
5 £ oXe) 0000 oXe)
olo ' UGW OGW
O|0|0|O
/0|0[0|0[0[O\ Vertiefung
©/0/00[0[00IO~.__
Mals x Spatere Vertiefung

Unterrichtseinheit Haufigkeitsverteilung, ggf. Wahrscheinlichkeitsnetz
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/N

[ s, s\
M, X Mal3 x

vereinfacht die Haufigkeitsverteilung auf 2 Parameter:
Wo liegt die Mitte des Prozesses (=Mittellage)
= Mittelwert g bzw. x
Wie stark streut / schwankt der Prozess?
= Standardabweichung bzw. s
Bewertung einer Verteilung
Prozesse mit geringerer Streuung:

Normalverteilung

bedeuten
° o weniger Risiko = geringere Priif-
U kosten

bessere Funktionalitat
groRere Wiederholgenauigkeit

gute Streuung
schlechte Streuung

7

-
MaR

SPC:Fahigkeitsuntersuchungen
= Beurteilung vor dem Prozess

AN

i
=] | 6s=+3
S T "

SPC: Qualitatsregelkarten
Uberwachung eines laufenden Prozesses

ﬂ

OGW ]

OEG ) 1 v
OWG | \ x| B8
3|23
AN
= 241¢
UEG ( zE| 5§
uwG |
1% 12 13" 14° 157

Warn- und Eingriffsgrenzen
bewirken Reaktion, bevor Ausschuss produziert wurde
hangen von der Streuung der Produktion ab, nicht von
der Toleranz

Einzelmessungen

sind wenig aussagekraftig und deshalb selten

Stichproben von kleinem Umfang

ermoglichen die Uberwachung von
Fertigungslage (Mittelwert oder Median)
Fertigungsstreuung (Standardabweichung oder Range
= Spannweite)

Dazu bendtigt man:

Zweispurige Regelkarten

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 16 / 26

6) Auch Haufigkeitsverteilungen enthalten noch viefermationen, die

man mit einem Verteilungsmodell weiter reduzieramk
Wenn ein Haufigkeitsverteilung in ein Verteilungsmodell passt, kann man die Menge der In-
formationen drastisch reduzieren. Hier wird nur die Normalverteilung betrachtet, aber das
Prinzip der Verteilungen kann man von der Normalverteilung auch auf andere tbertragen,
z.B. hypergeometrische oder binomiale Verteilung, Weibull- oder Chi2-Verteilung.

7) Parameter der Normalverteilung? Welche einfacGedl3en interessie-
ren?

Standardabweichung ist der Abstand vom Mittelwert zu einem Wendepunkt. Die Breite der

ganzen Normalverteilung inzugeben ist nicht geeignet, weil sie theoretisch bis + reicht.

Stattdessen nimmt man den Wendepunkt, der mathematisch leicht fassbar ist. Wendepunkt

ist der Punkt, bei dem ein Motorradfahrer auf der Linie zwischen Rechts- und Linkskurve ge-

rade senkrecht stiinde.

Spatere Vertiefung

Wahrscheinlichkeitsnetz, Normalverteilung, Verteilung mit Tabellenkalkulationen.

8) Welche Haufigkeitsverteilung wiinschen Sie sichlkeem Vordermann
bzw. fur Ihre Produktion?
Schmale Haufigkeitsverteilung sagt aus, dass das Fz haufiger in der Mitte fahrt und weni-
ger die Fahrbahngrenzen auslotet. In diesen Prozess hat man mehr Vertrauen
bessere Funktionalitat heisst z.B., dass es weniger Beeinflussung mit Strassenrand und
anderer Spur gibt, mehr Platz, wenn doch was schief geht usw. Sie kann auch ausgenutzt
werden, indem man breitere Fz, schmalere Stral3en usw. zulasst = geringere Kosten.
(Beispiel Schienen = weniger Schwankung im Fahrbetrieb = schmalere Trasse = billiger)

Mit der Normalverteilung kann man mit wenigen Werten beschreiben, wie das Fahrzeug vor
uns féhrt.

9) Bis jetzt spielte die Toleranz keine Rolle. Wit sie ins Spiel?

Ob ein Fabhrstil sicher (ein Prozess fahig) ist, hangt nicht allein vom Fahrstil (Prozess) ab,
sondern muss immer im Vergleich mit der StraBe (Toleranzen) gesehen werden. Wer mit ei-
nem Anhénger auf DorfstralBen (enge Toleranz) Probleme hat, kann auf Autobahnen (weite
Toleranzen) immer noch sicher fahren (fertigen).

Man muss Toleranz und Schwankung ins Verhéltnis setzen. Man sagt, ein Prozess sei 6- -
fahig, wenn die Toleranzgrenzen auRerhalb Mittelwert p plus/minus 3 Standardab-
weichungen liegen. Standard sind mittlerweile 8- .

spatere Vertiefung:

Unterrichtseinheit Maschinen- und Prozessfahigkeit

10)Sollte ein automatisches Lenksystem erst amidedimrand reagieren?
Warn- und Eingriffsgrenzen.

11)Sollte das Lenksystem auf breiten StraRen newa&hkung zulassen?
Nein, da risikant und unkomfortabel. Die Schwankungsbreite sollte so gering wie mdéglich ge-
maf den Fahigkeiten des Lenksystems sein. EG und WG hangen von den Fahigkeiten der
Produktion ab, nicht von den Toleranzen. Wenn die Fahigkeiten fiir die Toleranzen nicht
ausreichen, ist ein Prozess eben nicht fahig.

12)Die Polizei will die Spurtreue von Brucken abefiivachen. Fotoappa-

rarate haben sie schon. Genligen einzelne Fotos?
Einzelmessungen haben wenig aussagekraft, es ist ja nicht ,verboten®, am Fahrbandrand zu
fahren. AuBerdem interessiert die Polizei nicht nur die Lage, sondern auch die Schwankung.
Also muss man eine Stichproben mit mehreren Messungen nehmen.

spatere Vertiefung:
Unterrichtseinheit Qualitatsregelkarten
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SPC: Fahigkeitskennzahlen c
Fahigkeitskennzahlen sagen aus, wie gut eine Fertigung
im Vergleich der Toleranz ist.
Dazu eine Vorserie gefertigt und gemessen und die To-
leranz (Konstruktion) und die Streuung (Fertigung) ins
Verhéltnis gesetzt.

Forderung der Konstruktion Toleranz

Ergebni«der Fertigunc Streuuny

Ermittlung von Cm, Cp, Cmk UNd Cyk
die Standardabweichung

bei mittiger Fertigung
in der Mitte der Toleranz

Toleranz T G, G,
6 s 6 6 <
cm Maschinenfahigkeitskennwert
¢, Prozessfahigkeitskennwert
T  Werksticktoleranz
G.,,G,  oberer und unterer Grenzwert
Sm, Sp Standardabweichungen von Versuchsserien

Bedeutung einer Fahigkeitskennzahl ¢
T 1,33 T 1,336s 8s

Wenn die Fahigkeitskennzahl ¢ > 1,33 ist, wird mindestens 8 Sigma erfilllt.

6s

Fahigkeitsuntersuchungen cnm, ¢,

Aus Kostengriinden wird die Prozessfahigkeit in 2 Stu-

fen ermittelt:

Maschinenfahigkeit Cm, Cmk

(féhig, kurzzeitfahig)

- Ist die Maschine genau genug?

- Wenige Teile (50) unter Idealbedingungen fertigen

Nur wenn C,, eine Stufe besser ist als C, sein soll (z.B.

Cn > 1,66 fur 8 Sigma) folgt eine Untersuchung der :

Prozessfahigkeit c,, Cox

(beherrscht, langzeitfahig)

- Kann die Fertigung x Sigma dauerhaft erfiillen?

- Mindestens 125 Teile unter Normalbedingungen
fertigen und s, und xe ermitteln

Vertiefung

Wie grof ist der Ausschussanteil bei einer 8s-Fertigung mindestens?
=NORMVERT(Go=+4 ;p=0; =1;1)- NORMVERT(Go=-4 ;p=0;
=99,9968% - 0,0032% = 99,9937 %

Ubungen

=1;1)

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 17/ 26

Text "Begriindung der statistischen Prozesskontrolle

Die Forderung nach 6-Sigma (oder mehr) wandelt eine Toleranz mit Grenzmaf3en in ein Ver-
teilungsmodell um, das fur Fertigung, Q-Kontrolle und Funktion besser geeignet ist.

Ein 2: Kundenanfrage nach zentrisch gelochten Pappks. Wie stellen
wir fest, ob wir die geforderte Toleranz fertigginken? Versuch.

SPC = statistische Prozessregelung
Fahigkeitsuntersuchungen sind ein Versuch, zwei véllig verschiedene Welten zusammen-
zuftihren: Konstruktion und Fertigung

¢ steht fiir capable (fahig), ¢, und c, sind Abkiirzungen von Ford, DGQ verwendet p, (statt
cm), flir ¢, habe ich keine andere Abkiirzung der DGQ gefunden.

Der Bezug auf 6 s hat vermutlich historische Griinde. Damals war eben 6 Sigma Stand der
Technik, und als dieser spater auf 8, 10 s erhoht wurde, musste man bei 6 s bleiben, weil
sonst verschiedene c-Werte existierten.

bei auRermittiger Fertigung
aulRerhalb Toleranzmitte

wi MIN Go

3s 3s

cmk  kritischer Maschinenfahigkeitskennwert
Cox  kritischer Prozessfahigkeitskennwert

D« Abstand von p zur nédheren Toleranzgrenze
M, s Mittelwerte der Versuchsserien

cp > 1,00 (Cm > 1,33) bedeutet 6
cp > 1,33 (Cm > 1,66) bedeutet 8
cp > 1,66 (Cn > 2,00) bedeutet 10
cp > 2,00 (Cn > 2,33) bedeutet 12

Die unter idealen Bedingungen ermittelte Maschinenféhigkeit ¢, soll eine Stufe hoher als die
Prozessfahigkeit c, liegen, da sonst nicht damit zu rechnen ist, dass c, unter normalen Bedin-
gungen eingehalten werden kann.

Gy

ka Cpk

1) Welche beiden Systeme spielen in der Fertiguagviihtigste Rolle?
Maschine und Bedienung (=Prozessflihrung)

Idealbedingungen: Prozess auf Mittellage der Toleranz eingestellt; eine Fertigungsstufe;
eine Materialcharge; ein Mitarbeiter; glinstige Umweltbedingungen; keine Veranderungen,
z.B. Nachstellen, Abschirmung gegen Wéarme.

Goldene Regel der Messtechnik: Messgenauigkeit der Messeinrichtung muss 10-mal kleiner
als die Toleranz sein.

Prozessféhigkeit benétigt einen groReren Stichprobenumfang, da unter Normalbedingungen
mehr Einflisse herrschen als unter Idealbedingungen.
125 Teile nach [GreBler 1995], [Reichard 1993] fordert mindestens 100 Teile.

Zur Ermittlung:

Maschinenfahigkeit: Bei der Bw werden Gewehre eingespannt und mit nur ca. 6 Schuss an-
geschossen (getestet).

Prozessfahigkeit: zur Uberpriifung der Fahigkeit eines Schiitzen braucht es mehr Schisse,
schon weil es mehr Einflussfaktoren gibt.

Zur Aussage:

Der Ausschuss betragt bei der Forderung nach 6s ca. 60ppm. Qt fordert offiziell einen Aus-
schussanteil von Oppm, inoffiziell werden 10ppm zugestanden. Der Trend geht zu geringe-
ren akzeptierten Ausschussanteilen. Mercedes fordert z.B. schon 8s oder 10s. Ubung: Be-
rechnen Sie die entsprechenden Ausschussanteile.
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SPC: Qualitatsregelkarten QRK

QRK = Qualitatsregelkarten

(hier nur Prozess-, keine Annahme-Regelkarten)
regelméRige Stichproben zeigen die momentane
Qualitat der Fertigung.
Anderungen werden deutlich, bevor Ausschuss ent-
steht.
Erst wenn die Ursachen der Anderungen gefunden
sind, ist Qualitatsverbesserung moglich
QRK konnen die Eingangsprifung des Kunden er-
setzen
QRK dokumentieren die Fertigung im Sinne des
PHG

In Regelkarten werden die Ergebnisse von Stichproben regelmafig

und Ubersichtlich eingetragen. .

Anderungen der Stichprobenergebnisse deuten auf Anderungen der

Prozessparameter hin und erméglichen rechtzeitige MaBnahmen zur
Abstellung systematischer Fehler.

Markierungen in der QRK

OEG} (‘ o

OWG $R|55

2ol2%

A I 22[E 4

SE|2E

UEG | SE|SE
UWG\.

1% 12% 130 14° 157
Prozessregelkarten: EG + WG aus Fertigungswerten
Annahmeregelkarten: EG + WG aus Toleranz
Typen von QRK

o Urliste
[EuroTabM] ,Qualitatsregelkarten

+ haben den hdchsten Informationsgehalt

- unubersichtlich

Arbeitsblatt erstellen
1) Ein: Automatisches Lenksystem ...

1) Mit dem Merchandise Marks Act 1887 verlangtedsBKennzeichnung
deutscher Waren mit Made in Germany als ein Versicthvor der
ausl. Konkurrenz zu schitzen.

2) In 1970er Jahren rollt Japan den westl. Markt @ualitat und niedrigen
Preisen auf. Ihre Methoden stammten aus USA, zBuyisrt ca. 1920.

3) Wie kann die Fertigung zentr. gelochter Pappiastiberwacht werden?
[Reichard 1993], S.20ff: ,Statistisch auswertbare Stichprobenergebnisse sind die Grundlage
fur die Qualitatslenkung und Prozessuberwachung. Dabei werden aus der laufenden Ferti-
gung in regelméaRigen Abstanden Stichproben entnommen, geprift und die Ergebnisse in
QRK meist als Linienzug dargestellt.“

[GreBler 1995], S70ff: ,Die wirtschaftlichen Verhaltnisse erfordern es, sich um standige Ver-
besserung der Qualitat und Produktivitat zu bemiihen. Fehlerhafte Teile festzustellen und
auszusortieren (Taylorismus-Prinzip) geniigt nicht mehr. Ziel ist es, durch vorbeugende Quali-
tatssicherung die Entstehung von Fehlern friihzeitig zu erkennen und zu vermeiden.”
Regelkarten wirken nur, wenn regelmagig und haufig Stichproben genommen werden. Jede
Maschine muss getrennt tiberwacht werden. Gezielte Einflisse auf den Prozess (z.B. Werk-
zeugwechsel) miissen in der Regelkarte vermerkt werden.

Die Datengrundlage muss ein Probelauf oder eine vorhergehende Produktion sein. EG und
WG basieren nicht auf der Toleranz, sondern auf der Mdglichkeit der Fertigung. Vergleich:
Man fahrt ja auch nicht mit ausgeschlagener Lenkung solange man das Fahrzeug noch auf
der Straf3e halten kann.

untere und obere Warngrenze UWG und OWG; enthalten 95% aller Messwerte (95% ist
in der Statistik allgemein ein Zeichen fir Signifikanz)

untere und obere Eingriffsgrenze UEG und OEG; enthalten 99% aller Messwerte. Ermitt-
lung von UEG, UWG, OWG und OEG siehe Zufallsstreubereiche.

unterer und oberer Grenzwert G, (UGW) und G, (OGW). Die Toleranzgrenzen dirfen
nicht als Eingriffsgrenzen benutzt werden, da bei Uberschreiten der Toleranzgrenzen
schon Ausschuss produziert wurde. Dies soll vermieden werden.

95% / 99% sind im deutschsprachigen Raum ublich, im englischsprachigen Raum werden fir
EG p+3’s (99,73%) und fir WG p+2’s (95,44%) verwendet [Rinne 1991] S.337.

Ermittlung der Grenzen:

Urwertkarte (x-Karte)

Bei jeder Behandlung der Daten, z.B. Sor-
tieren, Mittelwertbildung usw., gehen Infos
verloren, z.B. der zeitliche Verlauf der Werte.

Begrindung? Es ist sinnvoll, Mittellage und Streuung zu Uberwachen,
deshalb sind Prozessregelkarten meist zweispurig.
X-R-Karte x-s-Karte o
. . . [EuroTabM] ,Qualitatsregelkarten
(Median — Spannweite) (Mittelwert — Streuung)
Mittellage Median x Mittelwert x

Die Werte einer Stichprobe werden der Gro-
e nach sortiert, und der mittlere Wert wird
eingetragen (z.B. der 3. Wert bei Stichprobe-
numfang n=>5).

verdeutlichen die Fertigungslage

Die Grenzen fur WG und EG werden enger
als bei der Urwertkarte , weil hinter den Mit-
telwerten eine Verteilung steckt:

Streuung Spannweiten R
verdeutlichen die Fertigungs- Range R (=Spannweite SP) = Xuax - Xuin Siehe
streuung Klassierung von Einzelmesswerten. Bau-

mann, LFB QS S.86: enthalt auch Berech-
nung der Warn- und Eingriffsgrenzen

Standardabweichung s
Shewhart-Regelkarten wurden erstmalig
1924 in den USA verwendet.

dynamische Regelkarten

Abweichung tber EG und WG sind auch
dann kritisch, wenn die Toleranzgrenzen weit

Bewertung von QRK

Vertiefung

Ermittlung der Grenzen « AB

passen EG und WG standig an die verbesserte Fertigung an.
WG und EG werden standig aus den letzten Messwerten neu berechnet und verengt. Da-
durch wird der Prozess immer genauer.

- Uberschreitung von UWG, OWG und UEG, OEG

- Trend, Rund. Periode, Middle Third
- TREND oder RUN sind nur  + TREND oder RUN lassen
schwer erkennbar. Ruckschlisse auf den
- X — R — Karten erfordern we- Messwertverlauf zu.
nig Rechenaufwand - X — s — Karten sind etwas
empfindlicher.

H Ergédnzen

entfernt liegen, da sie auf Stérungen, wenn
auch geringfugige, im Prozess hindeuten.
Anwendung von Vertrauensbereich, P=95%,
3s usw. DIN 2257

1) Anhand TabB durchsprechen

Empfindlich heiR3t, der Prozessverlauf ist gut
erkennbar. Rechenaufwand erfordert CAQ.
Details: [EuroTabM] ,Qualitatsregelkarten
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Wahrscheinlichkeiten fir die Parameter x und s
ZSB: Zufallsstreubereiche

Anwendung
x-s-Regelkarten
Ermittlung des Vertrauensbereiches fur g aus dem x
von Stichproben.
ZSB der Mittelwerte x
Die Streuung der Mittelwerte x von Stichproben aus ei-
ner Normalverteilung ist auch normalverteilt, aber die
Standardabweichung s, der Mittelwerte ist geringer als
die Standardabweichung s der Grundgesamtheit.
Die Streuung der Mittelwerte der Stichproben s, hangt
vom Stichprobenumfang n ab.

S,

X

3I|"’

Der Mittelwert my der Mittelwerte ist gleich dem Mittel-
wert 4 der Einzelwerte

Vertiefung

Ubungen
In welchem Bereich liegen die tatsachlichen Mittelwerte p fir die Maschinenfahigkeitsunter-
suchungen mit der Wahrscheinlichkeit p = 99%

Berechnung mit Tabellen
u wird aus Tabellen entnommen und in die obige Formel eingesetzt.
Ermittlung mit dem Wahrscheinlichkeitsnetz

Die Gerade wird mit der berechneten Standardabweichung der Mittelwerte eingesetzt, die Zu-
fallsstreubereiche der Mittelwerte konnen abgelesen werden.

ZSB der Standardabweichungen s
Die Streuung der Standardabweichungen s von Stich-
proben aus einer Normalverteilung mit der Standardab-

weichung ist c2 (=CHI?)-verteilt.
Die c2-Funktion lautet
2
2 CHI? f 2 mit dem Freiheitsgrad f = n-1

Der Freiheitsgrad verhélt sich wie bei ternaren Legierungen oder Mix-Getréanken aus 3 Kom-
ponenten, z.B. Apfelsaft-Cola-Eistee A-C-E: Wenn man ein Glas zu 100% mit n=3 Kompo-
nenten fullen méchte,hat man nur bei f=2=n-1 Komponten die Freiheit, die Menge zu wahlen.
Die 3. Komponente ergibt sich daraus, dass das Glas voll werden soll.

Der Berg der c2-Verteilung liegt niedriger als ihr Mittelwert und die Standardabweichungen s
der Grundgesamtheit.

Vertiefung

Berechnung mit Tabellen

c2wird aus Tabellen entnommen und in die obige Formel eingesetzt.

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
fir FTM1, TA Seite 19/ 26

Norm nach [Klein 2008][, S.983ff
Komplett tberarbeiten

Vertrauensbereich oder Konfidenzintervall ist ein Bereich, in dem ein Ereignis mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit liegen soll.
X ist nur eine Schatzung fir p.
u —S X u —S
2 — 2 —
n n

Durch Umformen ist erkennbar, das x und p austauschbar sind.

1) Aus einer Grundgesamtheit (Container mit Schrauben) wird eine Stichprobe gezogen.
Welche der 3 Stichproben (FO 1 .. 3 mit verschiedenen s) ist am wahrscheinlichsten?
Stichprobe 2 hat die passende Standardabweichung.

2) FO 2: In welchem Bereich kann die Stichprobe n=30 bzw. ihr Mittelwert liegen? Welcher
Bereich ist am wahrscheinlichsten? Die Mittelwerte streuen ebenfalls unter einer Glo-
ckenkurve, aber diese wird enger, d.h. die Standardabweichung der Mittelwerte ist klei-
ner als die der Einzelmesswerte.

3) FO 4: In welchem Bereich kann die Stichprobe n=10 bzw. ihr Mittelwert liegen? Die
Streuung der Mittelwerte hangt vom Stichprobenumfang ab (je kleiner der Stichproben-
umfang, desto groRRer die Streuung und umgekehrt).

Damit ergibt sich fur den zweiseitigen Zufallsstreubereich von x

S S
m u, —
n

X mu, —
n

Anwendung: Wo liegt wahrscheinlich eine Stichprobe aus einer bekannten Grundgesamtheit?
So kann der Lieferant der Schrauben ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit seine
Schrauben bei der Stichprobe durchfallen.

Wo liegt wahrscheinlich die Grundgesamtheit zu einer bekannten Stichprobe? Haufiger!
Schlussfolgerung: Je gréRer die Stichprobe, desto genauer das Ergebnis.

Erganzen

Text durchsprechen, Beispiele rechnen
Lésung Merkmal 1: MEANX = xDach = 26,064; SDX = s(n-1) = 0,01852;
n(p,s2) 99% : 29,06 < p < 26,07

Nicht durchfiihren

Nicht durchfiihren

Ultg anhand des AB

Fir die Standardabweichungen s der Stichproben sind nur positive Werte moglich, deshalb
konnen sie nicht normalverteilt sein. AuBerdem sind die s meist kleiner als s, weil die Stich-
probenumfange meist kleiner sind. Es ergibt sich die c2-Verteilung

Einseitig begrenzte Verteilungen haben c2-Verteilungen oder Weibull-Verteilungen.

Damit ergibt sich fur den zweiseitigen Zufallsstreubereich von s
2 2
Ci. » Ci1 2
S S
f f

Siehe die c2-Verteilung auf dem Arbeitsblatt

Erganzen

Text durchsprechen, Beispiele rechnen
Da in der c2-Formel s und s nicht einfach umkehrbar sind, gilt fir den Vertrauensbereich fiir s
aus s eine andere Formel, siehe z.B. Handbuch CASIO FX-880P:

f S f
sz;2

S [Hering 1993] S.26

Nicht durchfiihren
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Wahrscheinlichkeiten fur die Parameter x und R

ZSB: Zufallsstreubereiche

Anwendung S S

m u — X m u -

x-R-Regelkarten > hn > n
Ermitﬂung des Vertrauensbereiches fur M aus dem x Durch Umformen ist erkennbar, das x und p austauschbar sind.
von Stichproben.

ZSB der Mediane x

Die Streuung der Mediane x von Stichproben aus einer

Normalverteilung ist normalverteilt

ZSB der Spannweiten R s
Die Streuung der Spannweiten R von Stichproben aus
einer Normalverteilung ist W-verteilt.

Die Chi2 - Verteilung (Entwurf)
c't /2009 S.173 Faites vos jeux
Auffallig oder nicht?
Anders als Diehard liefert TestUO! als Ergebnis nicht nur ,bestanden" oder ,nicht be-
standen", sondern einen p-Wert als Indikator dafir, wie gut die Testergebnisse mit den Er-
wartungen Ubereinstimmen. Der p-Wert gibt an, wie wahrscheinlich es ist, ein Ergebnis zu
erhalten, das so extrem ist wie das erhaltene, und zwar unter der Voraussetzung, dass die
zuvor getroffene Annahme (Nullhypothese) zutrifft. Werte nahe null (zum Beispiel kleiner als
0,05) bekunden, dass die Erwartungen an den Ausgang eines Tests nicht erfiillt wurden.
Beispiel: Wiirfeln. Die Nullhypothese wird etwa lauten, dass die gewdrfelten Augenzahlen
gleich haufig vorkommen, dass es also genauso wahrscheinlich ist, eine Eins zu wirfeln wie
eine der anderen fiinf Zahlen. Nach 100 000-mal wiirfeln sollte jede Zahl rund 16 667-mal
oben gelegen haben. Ein Experiment (siehe das Perl-Skript in der Datei test/dic2.pl) ergibt
folgende Haufigkeitstabelle:
100 000-mal wirfeln

16327
16506

16743

16822

16739

16863
Um beobachtete Haufigkeiten mit erwarteten zu vergleichen, bedient man sich des soge-
nannten Chi-Quadrat-Anpassungstests. Zunachst wird das Chi-Quadrat berechnet:
In der Formel bezeichnet ej die erwarteten Haufigkeiten und X| die beobachteten. Das Er-
gebnis fir obige Werte: 12,895. Diese Zahl ist fir sich genommen ohne Bedeutung. Aussa-
gekraft erhalt sie erst, wenn man sie in einer Tabelle fir Chi-Quadrat-Schwellenwerte (siehe
S. 178) nachschlagt, wo sie zusammen mit dem Freiheitsgrad den gewiinschten p-Wert lie-
fert - oder mit Hilfe der in test/chisg.cpp implementierten Funktion ChiSquareProbabilityO.
Die Anzahl der Freiheitsgrade ergibt sich aus der Anzahl unabhéngiger Einzelinformationen:
Da die Haufigkeiten fir sechs verschiedene Augenzahlen ermittelt werden, aber die sechste
sich automatisch aus den Ubrigen finf ergibt, hat das Problem fuinf Freiheitsgrade.
Der Blick in die Tabelle liefert einen p-Wert von knapp unterhalb 0,025. Das bedeutet, dass
die geringe Wahrscheinlichkeit von circa 2,5 Prozent besteht, dass weitere Messungen so
stark von der Gleichverteilung abweichen wie die betrachtete.
Soll man ob dieses extremen Ergebnisses nun annehmen, dass der Wiirfel unfair ist? Ginge
man nach dem in vielen Veréffentlichungen verwendeten Signifikanzniveau von funf Pro-
zent, misste man mit ja antworten, zumal der Wirfel augenscheinlich hohe Augenzahlen
bevorzugt. Wiirfelt man aber weiter, stellt man schnell fest, dass dieses spezielle Ergebnis
ein Ausrutscher war.
Gerade bei Zufallszahlengeneratoren empfiehlt es sich, extreme p-Werte nicht als Anlass zu
nehmen, den Generator als untauglich abzutun. Erst wenn ein Generator einen Test wieder-
holt nicht besteht, ist Skepsis angebracht und es sind Nachforschungen anzustellen, woran
das liegen konnte. Und erst wenn er wiederholt an mehreren unterschiedlichen Tests schei-
tert, sollte man nach einem anderen Generator Ausschau halten.

2 8 In der Produktion hat man meistens mit Prozessen zu tun, denen eine unbekannte Verteilun-
nlchtnorm ale Vertellungen ge zugrunde liegt. Der Spezialfall der Normalverteilung tritt eher selten auf. Viele Analysen
auf der Basis der traditionellen Verfahren sind fehlerhaft.

Priift, ob eine Normalverteilung fir eine gegebene Menge von Messwerten passend ist. QZ
AnpaSSUngSteSt naCh DIN ISO 5479 04/99 S.458ff. Wenn sie nicht%asst, kbngnegn die Daten ?ﬂit einer Transformfftion nach John-
son transformiert werden und dann wie normalverteilte Prozesse behandelt werden. Rele-
vante Faktoren sind scheinbar die Schiefe Wurzel aus b1 einer Verteilung als MaR fur die
Asymemetrie (links-/rechtsschief wird durch Vorzeichen unterschieden) und und die Kurtosis
b2 als Maf fir die Wélbung. Bei einer Normalverteilung betragt die Schiefe 0 und die Kurto-
sis 3. Beide Faktoren bietet Excel als Funktion an.

oA WNRE

Manueller Seitenumbruch



Verteilungen: Ubersicht

Befehle in Tabellenkal-
kulationen

Hypergeometrische Verteilung

Binomiale Verteilung

Normalverteilung

c2-Verteilung (CHI? — Vertlg.)

i N Anzahl der Teile im untersuchten Los n Stichprobenumfang - Mittelwert: =MITTELWERT(Werte f Freiheitsgrad, berechnetausf=n-1(n=

Parameter der Verteilung e Co e aten Tallo im Loo p  Fehleranteil in der Grundgesamtheit, bleibt | < Y (Werte) Stichprobenumfang)

n  Stichprobenumfang bei jeder Ziehung gleich s, : Standardabweichung: =STDABW(Werte) 2 Einzelwert der 2-Funktion

X  Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichpro- | x  Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichpro- | p Stichprobenumfang: =ANZAHL(Werte) p  Wabhrscheinlichkeit des Uberschreitens

be be
Anwendungen Stichproben Stichproben aus grof3en Mengen: n/N < 10 Féahigkeitskennzahlen, Qualitatsregelkreise Zufallsstreubereich der Standardabweichung bei
Normalverteilung

Formel in EXCE' :HYPGEOMVERT(x;n;d;N) =BINOMVERT(x;n;p;0) nicht sinnvoll nicht sinnvoll
Einzelhaufigkeit
Wie grof3 ist die Wahrsch., dass x genau
erreicht wird?
Unterschreitungsanteil Summe der Einzelhaufigkeiten von 0 bis x =BINOMVERT(X;n;p;1) =NorMVERT(x;y; ;1) =CHIVERT( 2 f)

Wie grof3 ist die Wahrsch., dass x er-
reicht oder unterschritten wird?

Umkehrfunktion

Welches x wird mit der gegebenen
Wabhrsch. erreicht bzw. tiberschritten?

x =KrITBiNoM(n; p; )

x =NormINV( ;u; )

2 =CHilNv(untere Summenhaufigkeit; f)

Sonderfalle
Uberschreitungsanteil

Wie grof3 ist die Wahrsch., dass x er-
reicht oder uiberschritten wird?

Summe der Einzelhaufigkeiten von x bis n

=1 - BINOMVERT(x;n;p;1)

=1-NorMVERT (x;; ;1)

Umkehrfunktion

Welches x wird mit der gegebenen
Wahrsch. erreicht bzw. Uberschritten?

Zwischenanteile

Wie grof3 ist die Wahrsch., dass eine
Stichprobe zwischen Gu und Go liegt?

Summe der Einzelhaufigkeiten von Gu bis Go

zwischen x, und x, (einschlieBlich)
I(Xu< X<Xo) =

BINOMVERT (xo; n; p; 1) -
BINOMVERT (x; n; p; 1)

Umkehrfunktion

Wo liegen die symmetrischen Grenzen
Gu und Go, innerhalb derer eine Anteil
liegt.

|
Gy =NormInv(1 'E;u; )

Go = NoRrRMINV( )

Ausschussanteile
W.g.ist.W. alpha , dass ein zufalliges x
auBerhalb der Grenzen Gu oder Go
liegt?

Summe der Einzelhaufigkeiten von 1 bis Gu und
von Go bis

auRerhalb xu und X,

g(x<x, oder x>Xo) =
BINOMVERT (x,; n; p; 1) +
1 - BINOMVERT (Xo; n; p; 1)

Umkehrfunktion

Wo liegen die symmetrischen Grenzen
Gu und Go, auBerhalb derer eine Anteil
liegt.

I
u=NormINV( =
G ORMNV(2 T

|
Go = NormIny(1 'E;u; ) oder

Guio = p tKONFIDENZ( ;s;n)

Formeln
N N !
n nl N n!

@
x
S Z| s Z2

yoelIQ 9|NYISaqIaMa)
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Kombinatorik

Definition des Begriffes habe ich nicht eindeutig geklart.

Gesucht ist die Anzahl x der méglichen Anordnungen fir

n verschied. Elemente auf N Platzen
Elemente sind mehrfach einsetzbar

N=4 unterscheidbare Wiirfel mit n=6 Zahlen
roker Wil
456

)
i
.

X=6"6"6"6=1296
Formel X nN
n verschied. Elemente auf N Platzen
Jedes Elemente gibt es nur einmal
Sonderfalln =N

z.B. 5 Schiler auf 5 Plat- O
zen

blauer Wiidel
o432

far 2 Wrfel

x=5 4 3 20 1=120
X nl 123....n

0l=1 (am Taschenrechner herleiten)

allgemeiner Fall nEN
3 Schiler auf 5 Platzen
o an. 54321 5! 5!
x=543=60= 21 21 5 31

Formel

1a zeigt alle Permutationen der 5 Buchstaben A bis E auf 5 Platzen, in 1b sind an Stelle von
D und E die leeren Platze (rot gefarbt). DE und ED sind gleich und nur noch eine Permutati-

NI
N n!

Permutationenaller Platze
Permutationender Leerstellen

Formel X

n gleichart. Elemente auf N Platzen
bzw. ein Element n-mal auf N Platzen
3 Ausschussteile unter 5 Teilen

x 5! 54321 543 10
353! 321 21 321

FO wie oben, aber jetzt sind auch die gleichen Elemente A, B und C griin gefarbt.
N! N

Formel X ——————
n! N n! n

(Binomialkoeffizient, sprich: N

uber n)

Ubungen

mehrere Elemente auf N Platzen
wobei Element 1 n;-mal auftritt und Element 2 n.-mal
auftritt
N !
N n, n,!

Formel X o
n,! n,! ...

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
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[Gieck 1995], D5f

Kombinatorik zwar kein Thema des LPE, aber sowohl als sinnvolle Erganzung und Vertiefung

der Wahrscheinlichkeiten als auch zur Vorbereitung der Formeln fiir die hypergeometrische

und binomiale Verteilung geeignet.

Wichtig ist es, den Denkansatz zur Ermittlung der Formeln zu vermitteln, weil nur dieser Ver-

stéandnis und spéatere Anwendung ohne memorierte Formeln erméglicht.

Quellen: [Barth 1994] S.87ff;

Wie viele Variationen sind fir 2, 3 bzw. 4 versdbigfarbige Wirfel mog-

lich?

Mehrfach verwendbare Elemente dirfen mehrmals auftreten, z.B. Bits bzw. Ziffern in einer

Zahl, Gut- oder schlechte Teile in einem Los, mehrere verschiedenartige Wiirfel in einem

Waurf. Die Reihenfolge der Teile muss beachtet werden (nummerierte Platze, unterscheidbare

Warfel).

1) Das lte Wirfel hat 6 Mdglichkeiten, der 2te auch usw.

2) Wairde man die Wahrscheinlichkeit fir genau eine Anordnung suchen, kdnnte man den
Wabhrscheinlichkeitsbaum wie dargestellt skizzieren. Der Umkehrschluss P=1/x fiir eine
bestimmte Anordnung gilt nur, wenn die Teile gleich verteilt sind, was bei guten und
schlechten Teilen hoffentlich nicht der Fall ist.

3)  Wie viele Anordnungen gut / schlecht sind bei 5 Teilen mdglich? x = 2°=32 (Binarzahl!)

Im Allgemeinen interessieren uns nur gute und schlechte Teile, deshalb gentigt meist x=2".

Wie viele Sitzordnungen x gibt es fur n=5 SchildrNe5 Stihlen?

Unikate kommen nur einmal vor, z.B. Personen, nummerierte Teile.

1)  Skizze, Gleichung: der 1te Schiiler hat 5 Mdglichkeiten, der 2te 4 Moglichkeiten usw.

2)  Auch hier gilt der Umkehrschluss p=1/x nur, wenn alle Schiiler die Platze rein zufallig

1.1.1.1.1 1

54 321 120

3)  Wie viele Sitzordnungen sind in der Klasse moglich, wenn man vorher alle freien Stiihle
entfernt?

wahlen. Dann gilt P(Anordnung) =

mdglich: FO, AB Wahrscheinlichkeiten und Permutationen 1.

n! spricht man n-Fakultat.

Eselsbriicke fur 0!'=1: Ein Stuhl fur eine Person ergibt eine Mdglichkeit. Kein Stuhl fur eine

Person ergibt auch eine Mdglichkeit, namlich Stehen bleiben bzw. Verstopfung.

Wie viele Mdglichkeiten x gibt es fur n=3 Schulef &=5 Stlhlen?

3 Platze / 5 Schiiler (n>N) hat die gleiche Losung: Der 1te Platz hat 5 Schiiler zur Auswahl

usw.

1)  Skizze und Gleichung wie oben, bricht aber nach dem dritten Schiler ab.

2)  Wie groR ist die Anzahl der mogliche Anordnungen? Mit der Wahrscheinlichkeit p=1/x

1.1.1 1

54 3 60

3)  Bruch erweitern: 5! ist die Anzahl moglicher Anordnungen 5 Schiilern auf 5 Stiihle und
wird durch die 2! méglichen gleichwertigen Anordnungen der leeren Stiihle dividiert.

4)  Wie viele Sitzordnungen sind in der Klasse mit den vorhandenen Stiihlen moglich?

beginnen oder begriinden. P(Ordnung) =

méglich: FO, AB Wahrscheinlichkeiten und Permutationen 2.

Vertiefung: Berechnen Sie das Eingangsbeispiel (x fiir 5 unterschiedliche Personen und 5
Stiihle) mit dieser Formel: x=5!/0!=120. Hier wird die Definition 0!=1 bendétigt.

nPr steht firr die Permutationen von r (@n) Elementen auf n (@N) Platzen. Eine Permutation
(n-Tupel) ist eine Anordnung, bei der es auf die Reihenfolge der Elemente ankommt.

Wie viele Sitzmuster x gibt es fiir n=3 Schiilerds$ Stiihlen?

1)  Skizze und Gleichung wie oben.

3211

543 10

3) Mdglichkeiten mit P=1/x Ubertragen und passenden Gedankengang suchen: Der 1te
Schiler hat 5 Platze zur Auswahl, 3 davon sind gleichwertig richtig, usw.

4)  Erweitern des Bruches: 5! und 2! wie oben, 3! sind die Permutationen der Schiler.

5)  Wie viele Sitzmuster sind in der Klasse mit den vorhandenen Stiihlen méglich?

mdglich: FO, AB Wahrscheinlichkeiten und Permutationen 3.

Vertiefung: Das Eingangsbeispiel (x fir 5 Schiler auf 5 Stuhle) kann mit dieser Formel: nicht

berechnet werden, da es sich um unterscheidbare Personen handelt. Man musste die folgen-

de Formel fiir mehrere austauschbare Elemente verwenden.

nCr steht fur die Kombination von r (@n) Elementen auf n (@N) Platzen. Eine Kombination ist

eine Mdglichkeit der Anordnung, bei der es nicht auf der Reihenfolge der Elemente ankommt.

2) Beim 1ten Schiler sind 3 von 5 Platzen richtig, dann 2 von 4 usw. P =

Ultg: Aufgaben, die man nicht I6sen kénnen muss.

Erklarung: N! sind die Permutationen aller Felder, in der Klammer sind die Permutationen der
leeren Felder, n,! sind die Permutationen des x-Elementes.

Diese Art Aufgaben sind in der QS wichtig, da i.d.R. nur mit Gut- und Ausschusselementen
gearbeitet wird.
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Prifplanung
Ziel: Sicherstellung einer ordnungsgemafen Qualitats-
prufung und einer einwandfreien Produktqualitét.

Prafmerkmal - was?
soll Produktqualitéat sichern und Kosten minimieren
Kriterien: Funktion, Kunde, Fertigung (Nacharbeits-
kosten, Weiterverarbeitung, unsicher - sicher).
Prufhaufigkeit - wie oft?
Kriterien: Prufkosten, Wertzuwachs, Schadensrisiko,
Zugang zur Prifstelle, Totzeit in der SPC.
Wareneingang
Fertigungspriufung / Zwischenprifung
verhindert weitere Produktionskosten
Zentralprifung
Endkontrolle
Prifart
Attributenprifung
pruft Gut / Schlecht und zahlt
Variablenprifung
pruft quantitative Merkmale
hdhere Aussagekraft, benétigt weniger Stichproben
Prufumfang - wie viel?
Héangt mafigeblich von den Folgen eines Fehlers ab
- kritische Fehler : sicherheitsrelevant
erfordert automatische 100%-Prifung
- Hauptfehler : betriebsrelevant
- Nebenfehler : unwesentlich
100%-Prifung
nur in Kleinserien oder bei automatischer Prifung wirt-
schaftlich
- Sortierprufung: fehlerhafte Teile aussortieren
- Klassierprufung: in der SPC oder zum Sortieren in
Qualitatsklassen
Stichprobenprifung (DIN ISO 2859 und 3951)
Vorteile: billiger, schneller, zerstérend moglich

Prufumfang hangt u.a. ab von

- der Menge der Teile

- den vorherigen Ergebnissen (Skip-Lot-Verfahren,
Prufdynamisierung)

Prufer und Prifort

durch wen und wo?

je nach Prufmittel im Messlabor oder am Arbeitsplatz

durch QS-Personal oder durch Werker (Selbstprifung)

Prafmittel - womit?

Dokumentation

Prifanweisung
erganzt die Zeichnung

Prifdaten

Priafen  Dokumentieren

Prufscharfe

Festzulegen bei der Stichprobenprifung aus einer

Grundgesamtheit von N Teilen:

- Stichprobenumfang n

- maximal zulassige Anzahl c darin enthaltener fehler-
hafter Teile

- MaRnahmen bei fehlerhafter Lieferung (Uberschreiten
von ¢)

Zur Binomial-Verteilung

Auswerten

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
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Ans Ende der Qualitatstechnik?

Ein: eine Kiste mit Ware kommt an. Was ist zu tun?

Einbeziehung der betrieblichen Strukturen, der Qualitatsvorgaben und vor allem der Kosten-
aspekte. Entscheidende Bedeutung fiir spatere lang- und kurzfristige Prifdaten-
analysen.

Einarbeiten Grundkurs QS Kap.2

Entscheidungshilfen: Konstruktionszeichnungen, Arbeitsplane, FMEA, Unterlagen tiber Ferti-
gungsunsicherheiten, Maschinen und Prozessféhigkeitskennwerte, Schadensberichte,
Reklamationen, Kostendaten

Auch Kostenstellenwechsel, vgl. interner Kunde

Unter Schadensrisiko fallen auch Produktveranderung, z.B. durch SchweiBspannungen.

Totzeit: Begriff aus der Regelungstechnik, vgl. QRK

prift nach Notwendigkeit und Méglichkeit Material und Fremdteile, grof3e Lieferungen stich-
probenartig nach vertraglich vereinbarten Priifplanen.

Mehrere Merkmale in der Reihenfolge der Fehlerwahrscheinlichkeit.

erfolgt meist als Durchlaufkontrolle. Jeder qualitatsbestimmende Arbeitsvorgang wird sofort
geprift, um das Ausschussrisiko gering zu halten.

Verursacht Kostensteigerung durch Transport und Liegezeiten. Fir Prifaufgaben, die emp-
findliche oder aufwendige Priifgeréte erfordert.

wird durch die Garantie gegenuiber dem Abnehmer bestimmt.

z.B. Prufergebnisse durch Lehren, Lackfehler je Fahrzeug, Webfehler je Tuchballen und Lit-
zenbriiche je 100m Stahlseil.

z.B. durch Messen

Fehlerarten nach DIN 55350 T31

gefahrdet Personen oder die Funktion einer groReren Anlage
Automatische 100%-Prufung mit Dokumentation ist Stand der Technik fur kritische Fehler und
dient der Absicherung gegen Regressanspriiche

fuhrt voraussichtlich zum Ausfall oder senkt die Brauchbarkeit erheblich
senkt die Brauchbarkeit nicht wesentlich

Unmdglich bei zerstérender Prifung, z.B. Festigkeitsklasse.

Manuelle attributive 100%-Prifung hat ca. 0,5% Restfehleranteil, statistisch abgesicherte
Stichprobenprifungen sind genauer. Gefordert werden fir automatische Fertigung 0%
Fehler (AQL=acceptable quality line), (praktisch toleriert < 10 ppm).

steigert die Qualitat, ist teuer, verbessert aber nicht die Fertigung

Klassierung der Werkstiicke ist heute selten, z.B. Endmafie, friiher Einspritzpumpenteile oder
fur die Hydropneumatik bei Citroen

Vertragliche Haftung fir Garantieanspriiche erfordert mindestens mathematische Stichpro-
ben nach DIN 40080 = DIN ISO 2859 T1

DIN ISO 2859 enthélt Stichprobenanweisungen und Verfahren fiir die Attributprifung, DIN
1SO 3951 fiir Variablenpriifung.

Der Ausdruck ,Stichprobe* kommt vom Handel in Sacken. Daraus werden Proben mit einen
spitzen Halbrohr entnommen.

siehe Statistik ,Stichprobensysteme*

DIN ISO 2859 T3

to skip: auslassen, tiberspringen, vgl.: das Kénguruh Skippy

Selbstpriifung verlangt Qualifikation, spart Personal und motiviert den Werker durch Verant-
wortung (auBer bei Stiickzahllohn).
Prufung durch QS Personal bringt objektiver Ergebnisse

Verweis auf die eigene Unterrichtseinheit.

Kann durch CAQ unterstiitzt werden, aber die Leistungsfahigkeit von CAQ ist unterschiedlich
und begrenzt.

z.B. bei neuen oder komplexen Priifmerkmalen: Verhalten bei bestimmten Situationen, grafi-
sche Visualisierung, in Fremdsprachen.

FO einer Zeichnung mit roter Markierung

LJEr tut es” ist besser als ,Er miisste das konnen*.

Stellt sicher, dass und wie Prufdaten dokumentiert und gesammelt werden und bildet die Ba-
sis flr alle QRK

Prifen ohne auswerten macht keinen Sinn  Produkthaftungsgesetz.

Stichprobenprifung

Da steht er nun, der Container mit N=5000 Schraul@&eprift werden soll
das Gewinde durch Lehren. Der frisch gebackeneikehsoll jetzt eine
einfache Regel aufstellen, nach der der Wareneiggh@& Schrauben pri-

fen soll und unter welchen Voraussetzungen sierergmen werden soll.
n-c-Anweisungen enthalten den Stichprobenumfang n, die maximal zuléssige Anzahl c fehler-
hafter Teile in der Stichprobe und die MaRnahmen bei Uberschreiten der maximal zul&ssigen
Anzahl von Fehlern. Dies kann sein: Zuriickweisen des Loses, Informieren der Fertigungspla-
nung usw.
,Stichprobe“ werden mit spitzen Halbrohren aus Sacken entnommen. Auch heutzutage nimmt
man die Probe nicht von oben, sondern zuféllig von jeder Palette. Um Bequemlichkeit und
Vorlieben auszuschlieRen, werden vom Computer Zufallszahlen vorgegeben.
Programmablaufplan zur Einfachstichprobenpriifung nach DIN 40080
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Begriffe

Stochastik

ist der Oberbegriff fir Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung

W. heil3t das Gebiet der Mathematik, in dem rechneri-
sche Methoden zur Beschreibung zufélliger Ereignisse
entwickelt werden. Ein Ereignis ist zufallig, wenn es bei
einem Versuch auftreten kann, ohne dass man vorher-
sagen konnte, ob es eintritt oder nicht. Die Wahrschein-
lichkeitsrechnung entwickelte sich, um die Chancen bei
Gliucksspielen zu verbessern. Die erste bekannte Arbeit
[Cardano 1564] wurde erst 1663 lange nach dem Tod
des Universalgelehrten Girolamo Cardano (1501-1576,
Kardanwelle !) verdffentlicht, da er seinen Wissens-
vorsprung beim Spiel zu nutzen wollte. [Devlin 2008]
S.43ff.

Interne Begriffe

Merkmal

Eigenschaft zur Unterscheidung von Beobachtungsein-
heiten

Beobachtungseinheiten

Individuen, Objekte, Vorgange, die bei einer statistischen
Untersuchung betrachtet werden

Grundgesamtheit
Gesamtheit aller Beobachtungseinheiten, Uber die eine
statistische Aussage gemacht werden soll

U. Rapp, FTM_TA_Stochastik.odm, 18.10.11
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Statistik

1662 verdffentlicht John Graunt (1620-1674) eine Aus-
wertung der Sterbetafeln, die in London seit 1604 gefihrt
wurden [Graunt 1662], und legte damit die Grundlage fur
Statistik und Lebensversicherungen. Das Wort Statistik
fuhrt auf das ital. Wort ,stato” (Staat) zuriick und be-
schaftigt sich also urspringlich mit Staatsangelegenhei-
ten [Devlin 2008] S.97ff.

Merkmalsauspragung

= Merkmalswert

Wert, den ein Merkmal angenommen hat

Stichprobe

Zur Aussage herangezogene Menge von Beobachtungs-
einheiten, bzw. zur Prifung enthommene Menge von Be-
obachtungseinheiten

Stichprobenumfang

Anzahl der Einheiten in einer Stichprobe

Vertiefung

Beispiell.: In einer Schulklasse soll festgestellt werden, wie viel Schii-
ler Schwimmer bzw. Nichtschwimmer sind.

Merkmal: Schwimmfahigkeit

Merkmalswerte: Kann / kann nicht schwimmen

Grundgesamtheit: Die Schuler der Klasse
Beobachtungseinheit: Ein Schiler

2. Beispiel: Bei der Fertigung von Schrauben wird der Gewindeau-
Ben/E von 50 Schrauben eines Fertigungsloses von 3000 Stiick ge-
messen.

Merkmal: GewindeauRendurchmesser

Merkmalswert: Mal

Grundgesamtheit: 3000 Schrauben

Beobachtungseinheit: 1 Schraube
Stichprobenumfang: 50

Arten von Merkmalen

Quantitative Merkmale

Die Merkmalswerte sind reelle Zahlen

Diskrete Merkmale

Es gibt nur endlich viele verschiedene Merkmalswerte
Stetige Merkmale

Es gibt beliebig viele Merkmalswerte innerhalb eines In-
tervalls

Rangmerkmale

Eine Stufung der Merkmalswerte ist bereits vorhanden
Qualitative Merkmale

Eine Stufung der Merkmalswerte ist nicht sinnvoll
Vertiefung

Zu welchen Merkmalsarten gehoren die folgenden Merk-
male

- Farbe eines Autos

- Bequemlichkeit eines Stuhles

- Hochstgeschwindigkeit von Autos

- Anzahl der Wéhlerstimmen fir eine Partei

- Masse von Schraubenpackungen

- Anzahl der Schrauben pro Packung

- Geschlecht der Schiler

z.B. Sitzezahl pro Pkw
z.B. Anzahl der Kinder pro Familie

z.B. KorpergroRRe von 18-Jahrigen
z.B. Gewindedurchmesser von Schrauben

z.B. Schwimmféhigkeit: Nicht-, Frei-, Fahrten-, Jugendschwimmer

z.B. Geburtsort eines Schiilers
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